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Kumpulan tiedekirjasto
Havaittavaan maailmankaikkeuteen lähes tasaisesti jakaantunut ja noin 380 000 vuotta sitten synty-
nyt kosminen mikroaaltotaustasäteily on merkittävin yksittäinen havaittavan kosmologian tiedon-
lähde. Tämä taustasäteily on matkannut sen syntyhetkestä lähtien halki maailmankaikkeuden laa-
jenemishistorian aina herkkiin mittalaitteisiimme saakka, ja täten se on sekä suora havaintoikkuna
nuoreen maailmankaikkeuteen, että tärkeä havaintoaineisto maailmankaikkeuden laajenemishisto-
riasta. Vuonna 1992 NASA lähetti matkaan ensimmäisen taustasäteilyn epäisotropioita kartoitta-
van COBE-satelliitin, jonka mittaustulosten ja tätä seuranneiden satelliittimissioiden, WMAPin ja
Planckin, ansiosta nykykosmologiasta on tullut täsmätiedettä.
Vuonna 2009 laukaistun Planck-satelliitin perintö kosmologialle tulee olemaan unohtumaton. Jot-
ta sen tarkat mittaustulokset saadaan luotettaviksi, tulee satelliitin havaintokeilat tuntea hyvin,
sillä keiloista aiheutuvat efektit ovat suuria systemaattisten virheiden lähteitä. Havaintokeiloilla
tarkoitetaan satelliitin yksittäisen detektorin, tai vaihtoehtoisesti useampien detektorien, spatiaa-
lista vastetta, johon on huomioitu satelliitin skannausstrategiasta, datan käsittelystä, detektorista
ja optiikasta aiheutuvat efektit. Tavallisesti nämä havaintokeilat on tapana esittää harmonisessa
avaruudessa, mitatun tai simuloidun datan jatkoanalyysiä varten, jolloin niistä käytetään nimitystä
skalaari-ikkunafunktio. Näiden skalaari-ikkunafunktioiden on todettu sisältävän ylimääräisiä sys-
temaattisia efektejä, erityisesti lämpötila- ja polarisaatiosignaalin välistä vuotoa, joiden oletetaan
olevan seurausta satelliitin samaan syöttötorveen kytkettyjen kahden detektorin välisten havainto-
keilojen eroista.
Tässä työssä esitetään uudenlainen malli, jolla voidaan vähentää kosmisen mikroaaltotaustasätei-
lyn epäisotropioita kartoittavan satelliitin instrumenteista ja skannausstrategiasta aiheutuvia yli-
määräisiä efektejä, erityisesti signaalivuotoa lämpötilan ja polarisaation välillä. Vaikka tätä mallia
on esitelty tässä tutkielmassa erityisesti Planck-satelliitin matalan taajuuden instrumenttien (engl.
Low Frequency Instrument, LFI) taustasäteilyä koskevan signaalivuodon eristämiseen, soveltuu se
käytettäväksi niin Planckin korkean taajuuden instrumenteille kuin myös signaalivuodon eristämi-
seen etualan säteilystä. Tästä mallista käytetään nimitystä matriisi-ikkunafunktio, ja se on vuonna
2015 kehitetty Helsingin yliopiston Planck-tutkimusryhmän yhteistyönä.
Tässä tutkielmassa tarkastellaan CMB Monte Carlo –simulaatioiden avulla, miten havaintokeilo-
jen erilainen muoto eri detektorien välillä vaikuttaa vuotokomponenttien suuruuteen. Erityisesti
matriisi-ikkunafunktiomallin simulaatioilla näytetään, miten nämä signaalivuodot saadaan tehok-
kaasti eristettyä omiksi komponenteikseen, ja miten matriisi-ikkunafunktiota voidaan hyödyntää
todenmukaisen taivaan lämpötilan ja polarisaation kulmatehospektrien rekonstruoimiseen. Näis-
tä rekonstruoiduista taivaan kulmatehospektreistä voidaan puolestaan selvittää nykykosmologialle
merkittävät kosmologiset parametrit, jotka karakterisoivat maailmankaikkeuden rakennetta, syntyä
ja kehitystä.
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Luku 1
Johdanto
1.1 Maailmankaikkeuden synty
Tarkkoihin kosmologisiin havaintoihin nojaavan alkura¨ja¨hdysteorian mukaan maailmankaikkeu-
temme syntyi a¨a¨rimma¨isen kuumasta ja tihea¨sta¨ tilasta noin 13.82 miljardia vuotta sitten. Koska
ei tiedeta¨, kuinka kauan niin kutsuttu maailmankaikkeuden inflaatiovaihe on kesta¨nyt1, voidaan
maailmankaikkeuden alun yhteydessa¨ puhua vain inflaation aikaisista ja sen ja¨lkeisista¨ tapahtu-
mista.
Inflaatiovaiheen aikana maailmankaikkeus koki eksponentiaalisen laajenemisen. Inflaatiota oh-
janneet kvanttikenta¨t (tai kentta¨) vapauttivat inflaatiovaiheen pa¨a¨tteeksi valtavan ma¨a¨ra¨n potenti-
aalienergiaa, mika¨ synnytti tihea¨n ja kuuman kvarkki-gluoniplasman. Ta¨ma¨ eritta¨in energeettinen
hiukkaspuuro ei pystynyt viela¨ sitomaan hadroneita yhteen, ja vasta kun alati laajeneva maailman-
kaikkeus oli ja¨a¨htynyt hadronien sidosenergioiden (10−6 sekuntia alkura¨ja¨hdyksesta¨) alapuolelle,
pystyiva¨t kvarkit muodostamaan vakaita hadroneita, kuten protoneita ja neutroneita.
Hadronien epookin aikoihin maailmankaikkeus oli edelleen liian kuuma muodostaakseen ato-
meita. Fotonit ja varatut hiukkaset to¨rma¨iliva¨t jatkuvasti toisiinsa, mika¨ teki maailmankaikkeu-
desta la¨pina¨kyma¨tto¨ma¨n. Vasta, kun aikaa oli kulunut noin 380 000 vuotta alkura¨ja¨hdyksesta¨, oli
maailmankaikkeuden energiatiheys pudonnut tarpeeksi, jotta elektronit ja protonit pystyiva¨t yh-
tyma¨a¨n kevyiksi vety-atomeiksi (massaosuus ∼ 75%) ja helium-atomeiksi (massaosuus ∼ 25%).
Ta¨ma¨n rekombinaatioksi kutsutun prosessin seurauksena maailmankaikkeudesta tuli sa¨hko¨isesti
neutraali ja la¨pina¨kyva¨, eli fotonit pystyiva¨t nyt ensimma¨ista¨ kertaa etenema¨a¨n vapaasti laaje-
nevassa maailmankaikkeudessa to¨rma¨ilema¨tta¨ toisiin hiukkasiin. Na¨ma¨ fotonit voidaan nykya¨a¨n
havaita kosmisena mikroaaltotaustasa¨teilyna¨, joka on yksi havaitsevan kosmologian ta¨rkeimmista¨
tutkimuskohteista.
1.2 Kosmisen mikroaaltotaustasa¨teilyn tutkiminen
Koko havaittavaan maailmankaikkeuteen la¨hes tasaisesti jakautunut kosminen mikroaaltotausta-
sa¨teily (engl. Cosmic Microwave Background, CMB) on viimeisen 50 vuoden ajan ollut merkitta¨-
1Inflaatio on pyyhkinyt kaiken informaation sita¨ mahdollisesti edelta¨neista¨ hetkista¨ ja on myo¨s mahdollista, etta¨
inflaatiovaihe on kesta¨nyt a¨a¨retto¨ma¨n kauan, jolloin sita¨ edelta¨neet tapahtumat ovat puhdasta spekulaatiota.
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vin tiedonla¨hde maailmankaikkeuden rakenteesta, koostumuksesta ja geometriasta. Taustasa¨teilyn
syntyhetkella¨ maailmankaikkeus oli noin 1100 kertaa nykyista¨ pienempi ja sen la¨mpo¨tila oli ja¨a¨h-
tynyt keskima¨a¨rin 3000 Kelviniin. Ta¨ma¨ taustasa¨teily on kaukaisinta sa¨hko¨magneettista sa¨teilya¨,
jota voimme havaita herkilla¨ radioteleskoopeilla.
Kosmisen mikroaaltotaustasa¨teilyn lo¨ysiva¨t sattumalta vuonna 1965 kaksi yhdysvaltalaista
fyysikkoa Arno Penzias ja Robert Wilson, mista¨ he myo¨hemmin saivat fysiikan Nobel-palkinnon
[1]. Varsinainen la¨pimurto taustasa¨teilyn tutkimuksessa tapahtui vuonna 1992, kun NASAn en-
simma¨inen taustasa¨teilya¨ kartoittava satelliitti, Cosmic Background Explorer eli COBE, vahvisti
pienet, 10−4 K luokkaa olevat, la¨mpo¨tilapoikkeamat taustasa¨teilyssa¨ [2]. Ennen na¨iden la¨mpo¨ti-
lapoikkeamien eli epa¨isotropioiden havaitsemista kuitenkin tiedettiin, maanpa¨a¨llisten mittausten
ansiosta, etta¨ taustasa¨teilylla¨ on la¨hes mustan kappaleen sa¨teilyspektri ja sen keskila¨mpo¨tila on
noin 2.7 Kelvinia¨, mitka¨ myo¨s COBE vahvisti. Wienin siirtyma¨lain mukaisesti ta¨ma¨n sa¨teilys-
pektrin huippu on noin taajuuden 160 GHz (aallonpituuden λ = 1 mm) kohdalla. Taustasa¨teilyn
la¨mpo¨tilan epa¨isotropioita vastaavat pienet materian harventumat ja tihentyma¨t, ja na¨ita¨ tihenty-
mia¨ pideta¨a¨n nykyisin havaittavien ta¨htien ja galaksien siemenina¨. Taustasa¨teilyn epa¨isotropioiden
alkupera¨ on, nykyka¨sityksen mukaan, seurausta inflaation aikaisista kvanttifluktuaatioista. Siispa¨
taustasa¨teily on suora havaintoikkuna hyvin varhaiseen maailmankaikkeuteen. Se tarjoaa puit-
teet eritta¨in korkeaenergisen fysiikan tutkimiselle tavalla, johon ei nykyiset, eiva¨tka¨ va¨ltta¨ma¨tta¨
tulevatkaan, hiukkaskiihdyttimet tule energioillaan ylta¨ma¨a¨n.
Taustasa¨teilyn epa¨isotropioiden tarkka mittaaminen on eritta¨in ta¨rkea¨a¨ nykykosmologian kan-
nalta. Mita¨ herkempi mittalaite on la¨mpo¨tilavaihteluita mitannut, sita¨ tarkemman kuvan mit-
tauksiin sovitetut kosmologiset mallit antavat muun muassa maailmankaikkeuden geometriasta,
ia¨sta¨ seka¨ pimea¨n aineen ja pimea¨n energian osuuksista. Koska COBE-satelliitilla oli varsin kar-
kea, noin 7◦, kulmaerotuskyky, pystyi silla¨ na¨kema¨a¨n vain ta¨ta¨ suurempia rakenteita. Myo¨ska¨a¨n
maanpa¨a¨lliset havainnot eiva¨t tuolloin tarjonneet merkitta¨va¨a¨ tarkennusta pienempien kokoskaa-
lojen havaitsemiseen mikroaaltoja absorboivan ilmakeha¨n vuoksi. Niinpa¨ tarkempia taustasa¨teilyn
epa¨isotropiaa mittaavia satelliitteja tarvittiin.
Vuonna 2001 NASA laukaisi toisen koko taivaan mikroaaltotaustasa¨teilyn la¨mpo¨tilavaihtelui-
ta kartoittavan satelliitin, Wilkinson Microwave Anisotropy Proben eli WMAPin, joka asetettiin
kierta¨ma¨a¨n Maa-Aurinko-systeemin toista Lagrangen pistetta¨. Na¨ma¨ Lagrangen pisteet ovat ava-
ruudessa olevia alueita, joissa kahden massiivisen ja toisiaan kierta¨va¨n kappaleen vetovoimat ja
keskipakoisvoima kumoavat sopivasti toisensa siten, etta¨ kolmas pienimassainen kappale pystyy
pysyttelema¨a¨n likimain stabiililla radalla suhteessa kahteen muuhun kappaleeseen. WMAPin kul-
maerotuskyky oli 13′, mika¨ oli 33 kertaa tarkempi kuin COBElla ja WMAP havaitsi la¨mpo¨tilaero-
ja viidella¨ eri taajuuskaistalla COBEn kolmen sijaan. Suurempi taajuuskaistojen ma¨a¨ra¨ tarkoitti
sita¨, etta¨ WMAP kykeni COBEa paremmin va¨henta¨ma¨a¨n etualasta, eli erityisesti Linnunradan
sa¨teilyla¨hteista¨, toisista galakseista ja kosmisesta infrapunataustasta, tulevaa valoa, joka taus-
tasa¨teilykartoituksissa on usein tiella¨. WMAP teki yhteensa¨ yhdeksa¨n vuotta mittauksia, ja se
poistettiin ka¨yto¨sta¨ lokakuussa 2010. Satelliitin viimeisimma¨t tulokset julkistettiin vuonna 2012.
Toukokuussa 2009 Euroopan avaruusja¨rjesto¨ (ESA) laukaisi ensimma¨isen oman taustasa¨teilyn
epa¨isotropioita mittaavan satelliitinsa, Planck -satelliitin, joka oli WMAPin seuraaja. Kuvassa 1.1
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on esitetty Planck-satelliitti ja sen ta¨rkeimma¨t osat. Planck asetettiin kierta¨ma¨a¨n, WMAPin ta-
voin, Maa-Aurinko-systeemin toista Lagrangen pistetta¨ 400 000 km:n sa¨teiselle Lissajous’n radalle
noin 1.5 miljoonan kilometrin eta¨isyydelle Maasta [3]. Kuvassa 1.2 na¨kyy Planckin kiertorata Au-
ringon ympa¨ri L2-pisteen la¨heisyydessa¨. Planckin kulmaerotuskyky oli 5′ ja se kattoi yhdeksa¨n
Kuva 1.1: Kuva Planck-satelliitista. Sisa¨a¨ntuleva valo heijastuu pa¨a¨peilista¨ apupeilin kautta polt-
totasolle. Polttotasolla sijaitsevat matalan taajuuden instrumentit (engl. Low Frequency Instru-
ment, LFI) ja korkean taajuuden instrumentit (engl. High Frequency Instrument, HFI). Pa¨a¨peilia¨
ympa¨ro¨iva¨ suojalevy va¨henta¨a¨ hajavalon pa¨a¨sya¨ polttotason mittausinstrumentteihin ja ohjaa in-
strumenteista tulevan ylima¨a¨ra¨isen la¨mpo¨sa¨teilyn avaruuteen. Huoltomoduli, joka sisa¨lta¨a¨ kaikki
la¨mpima¨t elementit, ja hyo¨tykuormamoduli, joka on pidetta¨va¨ herkkien mittauksien vuoksi ma-
talissa la¨mpo¨tiloissa, ovat eristetty toisistaan suippenevilla, peilima¨isilla¨ kilvilla¨. Satelliitin pyo¨-
rimisakseli on asetettu osoittamaan aina poispa¨in Auringosta siten, etta¨ satelliitille tehoa antava
aurinkokenno osoittaa aina kohti Aurinkoa. Kuvan la¨hde [3].
taajuuskaistaa 30 GHz:sta 857 GHz:iin, WMAPin viiden taajuuden sijaan. Suomalaisen MilliLa-
bin johdolla rakennetut Planckin 70 GHz:n detektorit olivat mittausten osalta ta¨rkea¨ssa¨ roolis-
sa, silla¨ ta¨lla¨ taajuuskaistalla taustasa¨teilyn mittaamista vaikeuttavat ha¨irio¨t ovat pienimmilla¨a¨n.
Planckin detektorit olivat WMAP-satelliitin detektoreita herkemma¨t taustasa¨teilyn polarisaation
mittauksille. Yhdeksa¨n taajuuskanavaa takasivat sen, etta¨ Planckilla voitiin mitata taustasa¨tei-
lyn la¨mpo¨tilaerot niin tarkasti, etta¨ mittauksista voitiin ma¨a¨ritta¨a¨ keskeiset kosmologiset para-
metrit alle prosentin tarkkuudella. Kuvassa 1.3 na¨hda¨a¨n COBEn, WMAPin ja Planck-satelliitin
kulmaerotuskykyvertailu samasta taivaanalueesta kuvattuna. Lokakuun 3:ntena 2013 Planck oli
onnistuneesti suorittanut kaikki tieteelliset operaationsa ja lokakuun 9. pa¨iva¨ satelliitti asetettiin
aurinkokeskiselle kaatopaikkaradalle. Viimeinen poiskytkenta¨komento la¨hetettiin Planckille loka-
kuun 23. pa¨iva¨, mika¨ pa¨a¨tti satelliitin nelja¨n ja puolen vuoden havaintokauden [4].
Planckin tulokset taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilavaihteluista julkaistiin maaliskuussa 2013 ja tulok-
set pa¨ivitettiin helmikuussa 2015, jolloin samalla Planckin ensimma¨iset polarisaatiota koskevat
tulokset julkaistiin. Vuoden 2013 julkaistuissa Planckin tuloksissa ei viela¨ ollut mukana polari-
saatiota johtuen muun muassa sen suurehkoista systemaattisista virheista¨. Uusien mittausten ja
tarkempien simulaatiokokeiden avulla na¨ma¨ virheet saatiin pienennettya¨ hyva¨ksytta¨va¨lle tasolle.
4 LUKU 1. JOHDANTO
Kuva 1.2: Planck -satelliitin Lissajous’n kiertorata Maa-Aurinko-systeemin Lagrangen toisessa pis-
teessa¨. Planckin pyo¨ra¨hdysnopeus oman akselinsa ympa¨ri oli noin 1 rpm. Kuvan la¨hde [3].
Kuva 1.3: Mikroaaltotaustasa¨teilyn la¨mpo¨tilan epa¨isotropioita kuvattuna kolmen eri sukupolven
taustasa¨teilya¨ mittaavilla satelliiteilla. COBEn, WMAPin ja Planckin kulmaerotuskyvyt parhaim-
millaan olivat 7◦, 13′ ja 5′. Siniset alueet kuvassa vastaavat hieman kylmempia¨ alueita taivaasta ja
keltaiset seka¨ punaiset alueet hieman kuumempia alueita. La¨mpo¨tilavaihtelut kylmien ja kuumien
alueiden va¨lilla¨ ovat eritta¨in pienia¨, luokkaa 10−4 K. (NASA/JPL).
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1.3 Ta¨ma¨n tutkielman tavoite
Planck-datan simulaatiot ovat kriittisessa¨ asemassa data-analyysin kannalta, silla¨ ne tarjoavat
hyvin kontrolloidun testialustan varsinaisen raakadatan analysointityo¨kalujen kehitta¨miselle. Si-
muloitu data pyrita¨a¨n ja¨ljittelema¨a¨n raakadatan mukaiseksi ja molemmat kulkevat lopulta sa-
man analyysiketjun la¨pi. Koska raakadataan vaikuttavia efekteja¨ ei aina kunnolla tunneta, ana-
lysoidaan niita¨ simulaatioiden avulla, silla¨ simulaatioparametreja voidaan kontrolloida toisistaan
riippumattomasti ja ta¨ten parametrien aiheuttamat efektit selitta¨va¨t raakadatan ka¨ytta¨ytymis-
ta¨. Koska Planckin simulaatiodatan tuottaminen vaatii valtavia laskentaresursseja, toteutetaan
simulaatiot ka¨yta¨nno¨ssa¨ Yhdysvalloissa ja Euroopassa sijaitsevilla supertietokoneilla. Suomessa
tehdyissa¨ Planck-simulaatioissa ollaan keskitytty erityisesti matalan taajuuden instrumenttidatan
simuloimiseen ja na¨ita¨ simulaatioita ajetaan CSC-supertietokonekeskuksessa, Kajaanissa.
Ta¨ma¨n tutkielman pa¨a¨tavoite on esitella¨ uudenlainen malli Planck-satelliitin havaintokeilojen
ikkunafunktioille, joka on toteutettu simuloitujen kulmatehospektrien avulla. Ta¨ma¨ malli tunne-
taan nimella¨ matriisi-ikkunafunktio, ja se on kehitetty Helsingin yliopiston Planck-tyo¨ryhma¨n yh-
teistyo¨na¨. Ta¨ma¨n tutkielman matriisi-ikkunafunktion simulaatiotulokset perustuvat Planckin ma-
talan taajuuden instrumentin signaalisimulaatioihin. Vaikka matriisi-ikkunafunktion pa¨a¨tulokset
on julkaistu viitteessa¨ [37], ei sita¨ olla viela¨ tutkittu tarpeeksi, jotta matriisi-ikkunafunktiomallia
voitaisiin ka¨ytta¨a¨ data-analyysin myo¨hemmissa¨ vaiheissa. Ta¨ssa¨ tutkielmassa fenomenologisesti
analysoidaan matriisi-ikkunafunktion elementtien ka¨ytta¨ytymista¨ erilaisilla havaintokeilojen muo-
doilla 30, 44 ja 70 GHz:lla, joista 44 GHz:n tulokset esitella¨a¨n. Muiden taajuuksien ka¨yto¨s vas-
taa 44 GHz:n tuloksia. Lisa¨ksi matriisi-ikkunafunktioiden avulla rekonstruoidaan onnistunees-
ti 30, 44 ja 70 GHz:n la¨mpo¨tilan ja polarisaation kulmatehospektrit. Ta¨ma¨ todistaa matriisi-
ikkunafunktiomallin toimivuuden.
Taustasa¨teilytutkimuksen motivoimiseksi johdantoa seuraavassa luvussa (luku 2) tarjotaan
yleiskatsaus nykykosmologiasta merkitta¨vimpien havaintojen ja kosmologisen teorian avulla. Ta¨-
ma¨n tutkielman kannalta ta¨rkea¨ teoreettinen osio koskee taustasa¨teilyn epa¨isotropian statistiikkaa,
(lukua 2.5), jossa ma¨a¨ritella¨a¨n nykykosmologialle kenties merkitta¨vin havaintoaineisto, la¨mpo¨tila-
vaihteluiden ja polarisaation kulmatehospektrit. Myo¨s taustasa¨teilyn signaalin analyysissa¨ ka¨ytet-
ta¨va¨ multipoliekspansio ka¨sitella¨a¨n ta¨ssa¨ luvussa. Luvuissa 3-4 ka¨sitella¨a¨n Planck-satelliitin taus-
tasa¨teilyn epa¨isotropioiden data-analyysia¨. Luvussa 3 keskityta¨a¨n ma¨a¨rittelema¨a¨n Planckin eri-
laiset keilat ja harmonisessa avaruudessa keilojen profiileja kuvaavat skalaari-, matriisi- ja pikseli-
ikkunafunktiot. Lisa¨ksi ta¨ssa¨ luvussa ka¨yda¨a¨n la¨pi havaitun signaalin mallintamista, jota tarvitaan
myo¨hemmin luvun 5 CMB Monte Carlo –simulaatioissa. Luvussa 4 siirryta¨a¨n ka¨sittelema¨a¨n Planc-
kin mittaaman tai simulaatioilla mallinnettavan aikaja¨rjestetyn datan projisoimista karttatasolle.
Taivaankartoissa olevaa la¨mpo¨tilavaihteluiden ja polarisaation signaalia voidaan analysoida multi-
poliekspansiolla, jonka avulla kartoista voidaan laskea havaitut kulmatehospektrit, joissa keilojen
vaikutukset ovat mukana. Luku 5 keskittyy matriisi-ikkunafunktioiden mallintamiseen CMB Mon-
te Carlo –simulaatioilla. Ta¨ssa¨ luvussa kuvaillaan tutkielmassa ka¨ytettyja¨ simulaatioita, arvioi-
daan matriisi-ikkunafunktion elementit simulaatioilla ja tarkastellaan matriisi-ikkunafunktion ele-
menttien ka¨ytta¨ytymista¨ erilaisilla keilan muodoilla. Lopuksi matriisi-ikkunafunktiot validoidaan
soveltamalla niita¨ onnistuneesti todenmukaisen taivaan kulmatehospektrin rekonstruoimiseen.
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Luku 2
Nykyka¨sitys kosmologiasta
Jotta ka¨sitys kosmisen taustasa¨teilyn ta¨rkeydesta¨ ka¨y selva¨ksi, kerrotaan ta¨ssa¨ luvussa aluksi
merkitta¨vimmista¨ kosmologisista havainnoista ja niiden taustalla olevista kosmologian teorioista.
2.1 Merkitta¨vimpia¨ kosmologisia havaintoja
Olbersin paradoksi: Saksalaisen ta¨htitieteilija¨n, Heinrich Olbersin, mukaan nimetty paradok-
si esitta¨a¨ yksinkertaisen kysymyksen kosmologisesta havainnosta: miksi yo¨taivas on pimea¨? Yo¨-
taivaan pimeys on ehka¨ yksi kosmologian vanhimmista havainnoista, silla¨ jo Johannes Keplerin
tiedeta¨a¨n vuonna 1610 ka¨ytta¨neen sita¨ todisteena maailmankaikkeuden a¨a¨rellisyydesta¨.
Paradoksi syntyy, jos maailmankaikkeuden oletetaan olevan a¨a¨retto¨ma¨n suuri ja ta¨htien ja-
kautuneen siina¨ keskima¨a¨rin tasaisesti. Ta¨llo¨in katsottaessa mielivaltaiseen yo¨taivaan suuntaan,
tulisi na¨ko¨sa¨teen jossain vaiheessa leikata jonkin kaukaisen ta¨hden pinta. Koska ta¨hden pintakirk-
kaus ei riipu eta¨isyydesta¨, pita¨isi yo¨taivaan loistaa yhta¨ kirkkaana kuin Auringon pinta. Ta¨ma¨ ei
kuitenkaan pa¨de, jolloin syntyy paradoksi. Sopiva kaksiulotteinen analogia Olbersin paradoksille
on keskella¨ tihea¨a¨ metsa¨a¨ mielivaltaiseen ilmansuuntaan katsova havaitsija, jonka na¨ko¨sa¨de osuu
aina puunrunkoon.
Nykya¨a¨n Olbersin paradoksia ei ena¨a¨ pideta¨ ongelmana, silla¨ tiedeta¨a¨n, etta¨ ta¨hdilla¨ on a¨a¨rel-
linen ika¨, jolloin hyvin kaukaisten ta¨htien valo ei ole viela¨ saavuttanut meita¨. Olbersin paradoksi
on siis muuttunut Keplerin maailmankaikkeuden a¨a¨rellisen koon todistuksesta maailmankaikkeu-
den a¨a¨rellisen ia¨n todisteeksi, mika¨ ei riipu ta¨htien jakaumasta eika¨ siita¨, onko maailmankaikkeus
a¨a¨rellinen vai a¨a¨reto¨n.
Galaksijakauman homogeenisuus ja isotrooppisuus: Yksi ta¨rkeimmista¨ nykyisin toimi-
vista galaksien kartoitusprojekteista on Sloan Digital Sky Survey (SDSS), joka on jo kartoittanut
14,555 nelio¨astetta eli hieman yli 35% koko taivaasta. Kuvassa 2.1 on esitetty SDSS:n galaksi-
jakaumakartta galaksien erilaisille punasiirtymille. Na¨ma¨ SDSS:n galaksihavainnot viittaavat sii-
hen, etta¨ galaksien ja galaksijoukkojen liikkeet ja jakaumat ovat suuressa skaalassa tilastollisesti
samanlaisia kuin paikallisesti.
Galaksit ovat siis jakautuneet keskima¨a¨rin katselusuunnasta riippumattomasti, homogeenisesti,
ja havaitsijan sijainnista riippumattomasti, isotrooppisesti. Kosmologian kannalta ta¨ma¨ on mer-
kitta¨va¨ tulos, silla¨ moderni kosmologia nojaa kosmologiseen periaatteeseen, jonka mukaan, lukuun
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ottamatta paikallisia epa¨sa¨a¨nno¨llisyyksia¨, maailmankaikkeus na¨ytta¨a¨ samanlaiselta katsottiinpa
sita¨ mista¨ pisteesta¨ tahansa.
Kuva 2.1: SDSS:n kaksiulotteinen galaksijakaumakartta, jossa Maapallo on ympyra¨n keskella¨.
Viipaleissa na¨kyva¨t pisteet edustavat yksitta¨isia¨ galakseja. Kartassa na¨kyva¨t tyhja¨t sektorit ovat
kartoittamatonta aluetta, koska na¨illa¨ osin Linnunradan po¨ly esta¨a¨ na¨kyvyyden kyseisilla¨ suunnilla
sijaitseviin kaukaisiin galakseihin. Ympyra¨n la¨pimitta on kaksi miljardia valovuotta. La¨hde: SDSS.
Hubblen laki: Vuonna 1929 Edwin Hubble vahvisti havainnon, jonka mukaan kaukaiset ga-
laksikohteiden (eta¨isyys ∼ 10 megaparsekia tai yli) sa¨hko¨magneettiset spektrit ovat Doppler-
siirtyneet kohti spektrin punaista pa¨a¨ta¨ [5]. Punasiirtyma¨n z = (λ − λ0)/λ0 avulla Hubblen laki
voidaan ilmaista muodossa
z =
H0
c
r, (2.1)
missa¨ H0 on Hubblen vakio, c valonnopeus ja r on galaksin eta¨isyys havaitsijasta. Pienilla¨ galaksin
loittonemisnopeuksilla (v  c) voidaan punasiirtyma¨lle approksimoida z = v/c, jolloin Hubblen
laki saa tunnetumman muodon
v = H0r. (2.2)
Edella¨ kerrotun kosmologisen periaatteen ja yleisen suhteellisuusteorian mukaan kaava (2.2) tul-
kitaan nykyisin kuvaamaan avaruuden laajenemista, sen sijaan, etta¨ se kuvaisi vanhentuneen geo-
sentrisen maailmankuvan mukaisesti meida¨n olevan, jostain kummallisesta syysta¨, maailmankaik-
keuden keskipisteessa¨, josta jokainen galaksi loittonisi.
Kosminen mikroaaltotaustasa¨teily: Johdannossa esiteltiin jo hieman kosmista mikroaal-
totaustasa¨teilya¨, mutta sen ollessa kosmologian kannalta kenties merkitta¨vin havaintoaineisto,
kerrotaan ta¨ssa¨ taustasa¨teilysta¨ hieman enemma¨n.
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Kosminen mikroaaltotaustasa¨teily on pienia¨, noin 10−4 K suuruisia la¨mpo¨tilavaihteluita lu-
kuun ottamatta suurella tarkkuudella homogeenista ja isotrooppista. Na¨ma¨ pienet la¨mpo¨tilavaih-
telut ovat kuitenkin eritta¨in oleellisia, silla¨ ne tarjoavat ta¨rkea¨a¨ tietoa nykyisin havaittavien galak-
sien synnysta¨ seka¨ maailmankaikkeuden laajenemishistoriasta ja energiasisa¨llo¨sta¨. Ta¨ma¨n vuoksi
on ta¨rkea¨a¨ tehda¨ havaintoja juuri taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilavaihteluista.
Kuvassa 2.2 na¨kyy tuorein (vuoden 2015) kosmisen taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilavaihteluiden kart-
ta. Kartan keskima¨a¨ra¨ista¨ kylmemma¨t seudut (sinisella¨) ja keskima¨a¨ra¨ista¨ kuumemmat seudut
(punaisella) korreloivat materian tiheyden kanssa. Suurilla rakenneskaaloilla fotonit karkasivat ti-
hea¨mmilta¨ seuduilta, eli poistuivat suuremmasta potentiaalikuopasta ja menettiva¨t samalla enem-
ma¨n energiastaan suhteessa harvemmalta seudulta la¨hteneisiin fotoneihin. Niinpa¨ suuret kylma¨t
seudut kartassa vastaavat tiheita¨ alueita, ja suuret la¨mpima¨t seudut harvoja. Pienilla¨ rakennes-
kaaloilla tilanne on pa¨invastainen. Materian tiheydet kehittyiva¨t painovoiman vaikutuksesta siten,
etta¨ keskima¨a¨ra¨ista¨ tihea¨mma¨t seudut kera¨siva¨t, suuremman gravitaatiopotentiaalinsa ansiosta,
ympa¨rilta¨a¨n materiaa, ja vastaavasti harvemmat seudut menettiva¨t tihea¨mmille seuduille sita¨.
Niinpa¨ alueita, joilla havaitaan keskima¨a¨ra¨ista¨ suurempi materiatiheys pideta¨a¨n nykyisin havait-
tavien galaksien syntysijoina.
Taustasa¨teilyn syntyhetkea¨ kutsutaan viimeiseksi sironnaksi ja pallopintaa, mista¨ sa¨teilyn ha-
vaitaan saapuvan, viimeisen sironnan pinnaksi. Havaitsija on ta¨ma¨n pallopinnan keskella¨ ja ta¨ma¨
pinta eta¨a¨ntyy havaitsijasta seka¨ avaruudellisesti etta¨ ajallisesti. Taustasa¨teilyn teoreettisempiin
yksityiskohtiin menna¨a¨n viela¨ tarkemmin luvussa 2.5, missa¨ ka¨sitella¨a¨n taustasa¨teilyn epa¨isotro-
pian statistiikkaa, niista¨ saataavia kulmatehospektreja¨ ja puolestaan kulmatehospektreista¨ saata-
via maailmankaikkeuden kehitysta¨ ja rakennetta kuvaavia kosmologisia parametreja.
Kuva 2.2: Tuorein, vuoden 2015 Planckin ja WMAPin yhteistyo¨na¨ tehty kosmisen mikroaalto-
taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilan epa¨isotropiakartta 5′ kulmaresoluutiolla. La¨hde [6].
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Heliumin runsaus maailmankaikkeudessa: Validin kosmologisen mallin tulisi antaa selitys
myo¨s alkuaineiden synnylle ja runsauksille. Vanhimpia ta¨htia¨ ja ta¨htienva¨lista¨ kaasun HII aluei-
ta havaitessa heliumin, vedyn ja¨lkeen toiseksi yleisimma¨n alkuaineen, massaosuudeksi on saatu
noin 25%. Kosmologisen standardimallin, ΛCDM mallin, mukaan maailmankaikkeuden synnyn
ensimma¨isen tunnin aikana vallitsi nukleosynteesiksi kutsuttu prosessi. Nukleosynteesia¨ kuvaa-
vasta teoriasta saatavat ennusteet sopivat eritta¨in hyvin yhteen havaitun heliumin massaosuu-
den kanssa. Nukleosynteesiteorian sopivuus ta¨htitieteellisiin havaintoihin onkin yksi kosmologisen
standardimallin kulmakivista¨.
2.2 Aika-avaruuden geometria
Yleisen suhteellisuusteorian mukaan ela¨mme neliulotteisessa aika-avaruudessa. Sen geometrian
ma¨a¨ra¨a¨ maailmankaikkeuden sisa¨lta¨ma¨ energiatiheys, ja metriset komponentit gµν kuvaavat geo-
metrian. Ta¨ssa¨ tutkielmassa metristen komponenttien signatuurinotaatioksi on valittu (−,+,+,+).
Kosmologeille vakiintuneen ka¨yta¨nno¨n mukaisesti ta¨ssa¨ tutkielmassa ka¨yteta¨a¨n lisa¨ksi luonnollisia
yksiko¨ita¨, ellei toisin mainita. Niinpa¨ ta¨sta¨ eteenpa¨in ~ = c = kB ≡ 1.
Kosmologisen periaatteen mukaan maailmankaikkeus on suuressa skaalassa (noin 100 Mpc:n
ja ta¨ta¨ suuremmilla eta¨isyyksilla¨) avaruudellisesti homogeeninen (translaatiosymmetrinen) ja isot-
rooppinen (rotaatiosymmetrinen), mutta kehittyy ajan myo¨ta¨. Yleisen suhteellisuusteorian avulla
ilmaistuna ta¨ma¨ tarkoittaa sita¨, etta¨ aika-avaruus voidaan jakaa a¨a¨retto¨ma¨ksi ma¨a¨ra¨ksi kolmiulot-
teisia avaruudenkaltaisia siivuja eli jokaiselle ajan vakioarvolle t, jota kutsutaan myo¨s kosmiseksi
ajaksi, on olemassa oma kolmiulotteinen aliavaruus, joka on homogeeninen ja isotrooppinen. Ho-
mogeenisen ja isotrooppisen aika-avaruuden metriikka tunnetaan Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-
Walker (FLRW) metriikkana [7–11], jonka viivalementti ds2 voidaan pallokoordinaatistossa (r,Ω)
kirjoittaa muotoon:
ds2 = gµνdx
µdxν = −dt2 + a2(t)
[
dr2
1−Kr2 + r
2dΩ2
]
(2.3)
Kaavassa (2.3) on ka¨ytetty Einsteinin summausnotaatiota summaten aina vastaavien yla¨- ja alain-
deksien yli. Ta¨ssa¨ µ, ν = 0, ..., 3, vakioparametri K kuvaa avaruuden kaarevuutta ja a(t) on ajasta
riippuva skaalatekija¨, joka kertoo miten maailmankaikkeus laajenee (tai kutistuu) ajan funktiona.
Skaalatekija¨n arvolle nykyhetkella¨ t0 on vakiintunut ka¨yta¨nto¨ ka¨ytta¨a¨ normitusta a(t0) ≡ a0 = 1.
Kaavan (2.3) koordinaatit ovat mukana laajenevia koordinaatteja (engl. comoving coordinates) eli
koordinaattija¨rjestelma¨ kulkee avaruuden laajenemisen mukana siten, etta¨ kappaleiden avaruus-
koordinaatit pysyva¨t vakiona avaruuden laajentuessa. Koska kohteiden va¨liset fysikaaliset eta¨i-
syydet kuitenkin kasvavat laajenemisen myo¨ta¨, on ka¨teva¨a¨ ma¨a¨ritella¨ mukana laajeneva eta¨isyys
jakamalla fysikaalinen eta¨isyys skaalatekija¨lla¨ a(t). Ta¨llo¨in kahden mukana laajenevassa koordi-
naatistossa olevan kohteen mukana laajeneva eta¨isyys sa¨ilyy vakiona.
Hubblen parametri (eli yleistys kaavasta (2.2) jokaiselle ajanhetkelle) voidaan nyt skaalatekija¨n
avulla kirjoittaa muotoon
H(t) =
a˙(t)
a(t)
, (2.4)
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missa¨ a˙(t) on skaalaustekija¨n aikaderivaatta koordinaattiajan suhteen. Hubblen parametrin H(t)
nykyarvo on siten Hubblen vakio H0, jonka tuoreimmaksi arvoksi on mitattu H0 = 67.8 ± 0.9
km s−1 Mpc−1 [12].
Kosmologiassa usein koordinaattiaikaa t hyo¨dyllisempi suure on konformiaika τ 1, silla¨ ta¨llo¨in
kaavan (2.3) avaruuden osan lisa¨ksi myo¨s ajan osa skaalautuu maailmankaikkeuden laajenemisen
mukana. Konformiaika riippuu koordinaattiajasta seuraavasti:
dτ =
dt
a(t)
. (2.5)
Havainnot maailmankaikkeuden kaarevuudesta viittaavat siihen, etta¨ maailmankaikkeus on spa-
tiaalisesti laakea (K = 0) [6]. Laakealle maailmankaikkeudelle voidaan kaava (2.3) kirjoittaa uu-
destaan karteesisissa, mukana laajenevissa koordinaateissa yksinkertaiseen muotoon
ds2 = −dt2 + a(t)2[dx2 + dy2 + dz2], (2.6)
tai konformiajan avulla
ds2 = a(τ)2[−dτ2 + dx2 + dy2 + dz2]. (2.7)
FLRW-metriikka on ma¨a¨ritelty mielivaltaisen skaalatekija¨n a(t) ka¨ytta¨ytymiselle, joten seuraavak-
si tulisi yhdista¨a¨ ta¨ma¨ Einsteinin yhta¨lo¨ihin ja johtaa na¨ista¨ tunnetut Friedmannin yhta¨lo¨t. Na¨ma¨
yhta¨lo¨t kytkeva¨t skaalatekija¨n isotrooppisen ja homogeenisen aika-avaruuden energiama¨a¨ra¨a¨n.
2.3 Friedmannin yhta¨lo¨t
Yleisessa¨ suhteellisuusteoriassa maailmankaikkeuden kehitys ma¨a¨ra¨ytyy kymmenen Einsteinin kent-
ta¨yhta¨lo¨n kautta, jotka voidaan kirjoittaa kompaktisti tensoriyhta¨lo¨na¨
Gµν = 8piGT
µ
ν , (2.8)
missa¨ Gµν on Einsteinin tensori, G yleinen gravitaatiovakio ja T
µ
ν on energia-
liikema¨a¨ra¨tensori (myo¨s energia-impulssitensori). Einsteinin tensori riippuu metriikan komponen-
teista gµν ja sen koordinaattien x
µ suhteen lasketuista ensimma¨isista¨ ja toisista osittaisderivaatois-
ta. Symmetrinen energia-liikema¨a¨ra¨tensori Tµν on kuvaus avaruusajan materia- ja energiasisa¨llo¨s-
ta¨. Avaruusajan isotrooppisuudesta seuraa, etta¨ energia-liikema¨a¨ra¨tensori on oltava ideaalifluidin
muodossa
Tµν = diag(−ρ, p, p, p), (2.9)
missa¨ ρ on energiatiheys fluidin lepokoordinaatistossa ja p on fluidin paine. Maailmankaikkeu-
den homogeenisuus viittaa nyt siihen, etta¨ ideaalifluidin energiatiheys ja paine eiva¨t ole paikan
funktioita, vaan ainoastaan ajan, eli ρ = ρ(t) ja p = p(t). Ottamalla kovarianttiderivaatta Eins-
teinin yhta¨lo¨n vasemmalta puolelta, seuraa Bianchin identiteetin kautta Gµν;µ = 0, (;µ on kova-
rianttiderivaatta xµ:n suhteen), jolloin puolestaan Einsteinin yhta¨lo¨sta¨ seuraa energia-liikema¨a¨ra¨n
jatkuvuusyhta¨lo¨:
Tµν;µ = 0. (2.10)
1Luvussa 2.6 esitella¨a¨n optinen syvyys τ konformiajan funktiona. Ta¨sta¨ syysta¨ konformiaika on kyseisessa¨ lu-
vussa merkitty η:lla.
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Yhta¨lo¨ (2.10) on yleistys (lokaaleista) energian ja liikema¨a¨ra¨n sa¨ilymislaeista kaarevaan aika-
avaruuteen. Kirjoittamalla ta¨ma¨ yhta¨lo¨ auki FLRW-metriikassa, saamme [13]
ρ˙ = −3(ρ+ p) a˙
a
, (2.11)
tai konformiajalle ilmaistuna τ
ρ′ = −3(ρ+ p)a
′
a
, (2.12)
missa¨ ′ ≡ ddτ . Siina¨ missa¨ yhta¨lo¨ (2.11) voidaan esitta¨a¨ Hubblen parametrin H = a˙a avulla, voidaan
vastaavasti yhta¨lo¨lle (2.12) ma¨a¨ritta¨a¨ mukana laajeneva Hubblen parametri H ≡ a′a . Mukana laa-
jenevan Hubblen parametrin ja tavallisen Hubblen parametrin va¨linen yhteys on H = aH. Yhta¨lo¨
(2.11) (tai (2.12)) kertoo miten materian ja sa¨teilyn energiatiheys kehittyy maailmankaikkeuden
laajenemisen mukana, ja joskus ta¨ta¨ yhta¨lo¨a¨ kutsutaan yhdeksi Friedmannin yhta¨lo¨ista¨.
Yhta¨lo¨ (2.8) kytkee siis yhteen maailmankaikkeuden geometrian ja sen sisa¨lta¨ma¨n materian
ja energian. Koska Einsteinin yhta¨lo¨ on epa¨lineaarinen kymmenen osittaisdifferentiaalisen yhta¨-
lo¨n systeemi, on sen yleinen ratkaisu a¨a¨rimma¨isen vaikea. Kuitenkin FLRW-metriikalle Einsteinin
yleiset kentta¨yhta¨lo¨t redusoituvat kymmenen sijaan kahdeksi tavalliseksi epa¨lineaariseksi differen-
tiaaliyhta¨lo¨ksi, jotka tunnetaan paremmin Friedmannin yhta¨lo¨ina¨:(
a˙
a
)2
=
8piG
3
ρ− K
a2
, (2.13)
a¨
a
= −4piG
3
(ρ+ 3p). (2.14)
Yhta¨lo¨ (2.11) voidaan johtaa na¨ista¨ kahdesta yhta¨lo¨sta¨. Jos tieda¨mme, miten energiatiheys ρ
ka¨ytta¨ytyy skaalatekija¨n a funktiona, tarvitsemme itse asiassa vain yhta¨lo¨a¨ (2.13) selvitta¨ma¨a¨n
miten skaalatekija¨ tulee ka¨ytta¨ytyma¨a¨n ajan funktiona. Seuraavaksi selviteta¨a¨n, miten saadaan
yhteys energiatiheyden ja skaalatekija¨n va¨lille.
Maailmankaikkeuden energiasisa¨lto¨a¨ voidaan karakterisoida tilanyhta¨lo¨parametrilla
w =
p
ρ
, (2.15)
joka kytkee yhteen fluidin paineen ja energiatiheyden. Sijoittamalla tilanyhta¨lo¨parametri energia-
liikema¨a¨ra¨n jatkuvuusyhta¨lo¨o¨n (2.11) ja integroimalla ta¨ma¨, saadaan energiatiheydelle ρ ja skaa-
latekija¨lle a yksinkertainen yhteys
ρ ∝ a−3(1+w). (2.16)
Riippuen vain tilanyhta¨lo¨parametrin w arvosta, voimme jakaa maailmankaikkeuden energiasisa¨llo¨n
kolmeen eri komponenttiin:
• epa¨relativistinen materiaan (kuten ta¨htiin, galakseihin, ta¨htienva¨liseen aineeseen ja pimea¨a¨n
aineeseen), jolle pm = 0⇒ wm = 0 ja ρm ∝ a−3,
• sa¨teilyyn (kuten fotoneihin ja relativistisiin neutriinoihin), jolle pr = ρr3 ⇒ wr = 13 ja
ρr ∝ a−4, ja
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• tyhjio¨n energiaan (erikoistapaus pimea¨sta¨ energiasta), jolle pΛ = −ρΛ = vakio⇒ wΛ = −1.
Epa¨relativistisen materian aikakehitys voidaan yksinkertaisesti tulkita vain hiukkasten lukuma¨a¨ra¨-
tiheyden va¨henemisena¨ maailmankaikkeuden kasvaessa, koska materian massatiheyden va¨henemi-
nen on suoraan verrannollinen maailmankaikkeuden tilavuuden kasvuun. Sa¨teilyn ka¨yto¨s putoaa
materian ka¨yto¨sta¨ hieman nopeammin, koska vaikka fotonien lukuma¨a¨ra¨tiheys putoaa yhta¨ no-
peasti kuin materian, menetta¨va¨t yksitta¨iset fotonit matkatessaan avaruuden halki energiataan
verrannollisena tekija¨a¨n a−1 johtuen niiden punasiirtyma¨sta¨. Koska maailmankaikkeuden on to-
dettu muun muassa Tyypin Ia supernovahavaintojen kautta laajenevan [14–16] kiihtyva¨sti, tarvi-
taan energiakomponentti, jolla on negatiivinen paine, aiheuttamaan ta¨ma¨ kiihtyminen. Ta¨llaista
energiaa kutsutaan pimea¨ksi energiaksi ja toistaiseksi yksinkertaisin dataan sopiva malli pimea¨lle
energialle on sellainen, jolle ρΛ = −p = vakio. Ta¨llaista pimea¨n energian muotoa kutsutaan myo¨s
tyhjio¨n energiaksi.
Koska na¨iden kolmen komponentin energiatiheyksien kehitykset ka¨ytta¨ytyva¨t eri tavalla skaa-
latekija¨n funktiona, ovat eri energian komponentit dominoineet maailmankaikkeuden kokonaise-
nergiatiheytta¨ eri aikoina. Sa¨teilyn energiatiheys kasvaa nopeimmin menta¨essa¨ ajassa taaksepa¨in,
jolloin kaikkeuden alussa on ollut sa¨teilyn dominoima ajanjakso, joka alkoi alkura¨ja¨hdyksesta¨
ja pa¨a¨ttyi kun maailmankaikkeuden ika¨ oli noin 60 000 − 70 000 vuotta (punasiirtyma¨ luokkaa
z ∼ 3300). Seuraavaksi nopeiten energiatiheys kasvaa tavallisella epa¨relativistisella materialla,
joten sa¨teilyn dominoimaa ajanjaksoa seurasi materian dominoima ajanjakso, joka pa¨a¨ttyi, kun
maailmankaikkeuden ika¨ oli noin 9.8 miljardia vuotta. Koska maailmankaikkeuden laajetessa na¨-
ma¨ kaksi energialajia ovat alati laskeneet ja pimea¨n energian energiatiheys on pysynyt vakiona,
dominoi pimea¨n energian energiatiheys pitka¨ssa¨ aikaskaalassa. Nykytiedon mukaan ela¨mme ta¨lla¨
hetkella¨ pimea¨n energian dominoimassa maailmankaikkeudessa.
Yleensa¨ energiatiheydet on tapana esitta¨a¨ suhteina kriittiseen tiheyteen, joka saadaan Fried-
mannin yhta¨lo¨sta¨ (kaava (2.13)) asettamalla K = 0 ja sijoittamalla yhta¨lo¨o¨n H =
a˙
a
. Ta¨sta¨ seuraa
ma¨a¨ritelma¨
ρcrit ≡ 3H
2
8piG
, (2.17)
joka on se energiatiheys, mika¨ esitta¨a¨ laakean, nopeudella H laajenavan, isotrooppisen ja ho-
mogeenisen maailmankaikkeuden energiatiheytta¨. Ta¨llo¨in kokonaisenergiatiheys, joka on summa
kaikkien energiakomponenttien energiatiheyksista¨, voidaan esitta¨a¨ laakealle avaruudelle yksinker-
taisessa muodossa
Ωtot(t) = Ωr(t) + Ωm(t) + ΩΛ(t) = 1, (2.18)
missa¨ Ω(t) ≡ ρ
ρcrit
=
8piGρ
3H2
. Kosmologisten havaintojen mukaan kaavan (2.18) parametrien ny-
kyarvot ovat suuruusluokkaa Ωr0 ∼ 10−4, Ωm0 ∼ 0.3 ja ΩΛ0 ∼ 0.7, missa¨ alaindeksi 0 viittaa
nykypa¨iva¨n arvoihin.
2.4 Kosminen inflaatio
Kosmologiassa inflaatio ma¨a¨ritella¨a¨n maailmankaikkeuden kiihtyva¨n laajenemisen (a¨ > 0) ajan-
jaksona eritta¨in varhaisessa maailmankaikkeudessa, ei nykypa¨iva¨na¨ havaittavan maailmankaik-
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keuden kiihtyva¨na¨ laajenemisena. Tuona ajanjaksona maailmankaikkeuden tilavuuden oletetaan
laajenneen va¨hinta¨a¨n tekija¨lla¨ 1078. Ensimma¨iset teoriat kiihtyva¨sta¨ maailmankaikkeudesta loivat
A. Starobinsky vuosina 1979-80 [17,18] ja A. Guth vuonna 1981 [19].
Vaikka inflaatiota ei olla viela¨ pystytty osoittamaan aukottomasti tapahtuneeksi, on inflaatio
eritta¨in tasokas hypoteesi selitta¨ma¨a¨n sellaisia FLRW-mallin ongelmia ja kosmologisia havaintoja,
joita ilman inflaatiota, tai sen kaltaista tapahtumaa, olisi eritta¨in vaikea kuvailla. Na¨ita¨ ongelmia
ovat laakeuden ongelma, horisonttiongelma ja magneettisten monopolien ongelma. Vuonna 1981
A. Guth pyrki ratkaisemaan horisontti- ja laakeusongelman [19]. Vuonna 1983 A. Linde ehdot-
ti inflaatiomalliksi niin kutsuttua kaoottista inflaatiota, joka ei aiempien mallien sijaan oletta-
nut inflaation alkuehdoksi termista¨ tasapainoa [20]. Nykya¨a¨n kaoottista inflaatiota pideta¨a¨n usei-
den inflaatiomallien prototyyppina¨. Kuvaillaan seuraavaksi, miten inflaatio poistaa edella¨ esitetyt
FLRW-mallin ongelmat.
2.4.1 Laakeusongelma
Kirjoittamalla Friedmannin yhta¨lo¨ (2.13) kokonaisenergiatiheyden Ωtot(t) =
8piGρ(t)
3H2
avulla ja
ottamalla ta¨sta¨ puolittain itseisarvot, saadaan
|Ωtot(t)− 1| = |K|
(
1
a(t)H(t)
)2
. (2.19)
La¨hes laakean maailmankaikkeuden tapauksessa ta¨ma¨ yhta¨lo¨ kuvaa miten kokonaisenergiatihey-
den mahdollinen poikkeama tasan ykko¨sesta¨ vaikuttaa poikkeaman suuruuteen (tai pienuuteen)
jonain toisena aikana. Yhta¨lo¨n (2.19) mukaan, jos Ωtot on ta¨sma¨lleen yksi (eli avaruuden kaare-
vuus K = 0) jonain ajan hetkena¨, on se sita¨ aina. Jos kokonaisenergiatiheys poikkeaa milloinkaan
ykko¨sesta¨, kehittyy se ajan mukana eta¨a¨ntyen yha¨ kauemmaksi kriittisesta¨ tiheydesta¨. Ta¨ma¨ na¨h-
da¨a¨n seuraavasti: Tarkastellaan la¨hes laakeaa (|K| ∼ 0), omamme kaltaista maailmankaikkeutta,
jossa on vallinnut sa¨teilyn dominoima aikakausi (jolloin 1/a2H2 ∝ t2/3) ja materian dominoima
aikakausi (jolloin 1/a2H2 ∝ t2/3). Kaavasta (2.19) seuraa, etta¨ sa¨teilyn dominoimalle aikakau-
delle pa¨tee |Ωtot(t) − 1| ∝ t ja materian dominoimalle aikakaudelle pa¨tee |Ωtot(t) − 1| ∝ t2/3,
joten pienikin Ωtot(t):n poikkeama ykko¨sesta¨ kasvattaa poikkeamaa myo¨hempa¨na¨ ajan hetkena¨
(tai pa¨invastoin poikkeama ykko¨sesta¨ pienenee menta¨essa¨ ajassa taaksepa¨in). Olettamalla yksin-
kertaisuuden vuoksi, etta¨ ta¨llaisessa maailmankaikkeudessa olisi aina ollut vain sa¨teilya¨, voimme
arvioida miten pienia¨ poikkeamien olisi ta¨ytynyt olla varhaisemmassa maailmankaikkeudessa, kun
poikkeama ta¨ta¨ nykya¨ (t0 ' 1017 s) on suuruusluokkaa |Ωtot(t0)− 1| . 10−2.
• Ajanhetkella¨, kun materia ja sa¨teily olivat tasapainossa (teq ' 1010 sekuntia alkura¨ja¨hdyk-
sesta¨) olisi ta¨ytynyt olla |Ωtot(teq)− 1| . 10−5.
• Alkura¨ja¨hdyksen ydinsynteesissa¨2 (tBBN ' 1 sekuntia alkura¨ja¨hdyksesta¨) olisi ta¨ytynyt olla
|Ωtot(tBBN )− 1| . 10−15.
2(engl. Big Bang nucleosynthesis, BBN) oli varhaisen maailmankaikkeuden tapahtuma, jossa ensimma¨isen tunnin
aikana muodostuivat ensimma¨iset atomiytimet 2H, 3He, 4He, 7Li. Ta¨ma¨ ajanjakso sijoittuu arviolta skaalalle t ∼ 0.01
sekunnista muutamaan tuntiin (T ∼ 10 MeV ... T ∼ 10 keV.)
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• La¨hempa¨na¨ ajan nollahetkea¨ t = 0 (tarkemmin ilmaistuna Planckin ajalle t ∼ 10−43s), missa¨
viela¨ ollaan klassisen yleisen suhteellisuusteorian pa¨tevyysalueen rajoilla, olisi ta¨ytynyt olla
|Ωtot(t)− 1| . 10−58.
Ongelma syntyy, koska ei ole kovin todenna¨ko¨ista¨, etta¨ ta¨ma¨n kaltainen Ωtot:n hienosa¨a¨to¨ voisi
tapahtua sattumalta. On toki mahdollista, etta¨ maailmankaikkeus olisi ollutkin alusta alkaen
ta¨ysin laakea, mutta ta¨ma¨ on erityistapaus, joka vaatii selityksen.
Laakeusongelman ratkaisu inflaatiolla: Inflaation avulla laakeusongelma katoaa. Laakeus-
ongelmassa |Ωtot − 1| = |K|/(aH)2 = |K|/a˙2 kasvaa ajan funktiona, koska a˙ pienenee, eli maail-
mankaikkeus hidastuu. Jos sen sijaan oletetaan, etta¨ maailmankaikkeus kiihtyykin (a¨ > 0), niin
ta¨llo¨in laajenevassa maailmankaikkeudessa la¨hes mielivaltainen Ωtot la¨hestyy ykko¨sta¨ ajan funk-
tiona. Inflaation ehto ajaa siten Ωtot:n la¨helle ykko¨sta¨, eika¨ siita¨ pois pa¨in, kuten alkupera¨inen
kuuma alkura¨ja¨hdysteoria esitti.
2.4.2 Horisonttiongelma
Horisonttiongelma liittyy kosmisen taustasa¨teilyn kausaalisesti kytkettyjen alueiden koon kehi-
tykseen – miten ta¨ysin eri puolella taivasta olevat alueet voivat olla keskena¨a¨n termisessa¨ tasa-
painossa, kun na¨ma¨ alueet eiva¨t ole tavallisen kuuman alkura¨ja¨hdysteorian mukaan ole voineet
olla viela¨ vuorovaikutuksessa keskena¨a¨n. Lasketaan esimerkin vuoksi approksimaatio sille, minka¨
suuruusluokan rakenteet ovat voineet vuorovaikuttaa keskena¨a¨n rekombinaation aikana (taustasa¨-
teilyn syntyhetkella¨), jolloin punasiirtyma¨ oli z ∼ 1100, kun inflaatiota ei huomioida. Ta¨ta¨ varten
ma¨a¨rittelemme ensin hiukkashorisontin.
Hiukkashorisontti: Valonnopeuden a¨a¨rellisyys ja maailmankaikkeuden rajallinen ika¨ aset-
tavat rajan (horisontin) havaittavalle maailmankaikkeudelle. Valo on matkannut a¨a¨rellisen eta¨i-
syyden siita¨ hetkesta¨, jolloin se ensimma¨ista¨ kertaa irtikytkeytyi aineesta, ja toisaalta avaruuden
laajeneminen on venytta¨nyt havaittavan maailmankaikkeuden eta¨isyyksia¨. Lisa¨ksi maailmankaik-
keuden energiatiheys ja koostumus ovat vaikuttaneet laajenemiseen, jolloin horisontin ma¨a¨ritta¨-
minen vaatii yleista¨ suhteellisuusteoriaa. La¨htema¨lla¨ liikkeelle FLRW-metriikasta ja ehdosta, etta¨
valo etenee pitkin geodeesia (ds2 = 0), saadaan lyhyella¨ laskulla mukana laajeneva eta¨isyys dc0,
jonka valo on kulkenut punasiirtyma¨sta¨ z nykypa¨iva¨a¨n (t0 = 1, z = 0)
dc0(z) = H
−1
0
∫ 1
1
1+z
dx√
ΩΛ0x4 + (1− Ω0)x2 + Ωm0x+ Ωr0
, (2.20)
missa¨ x = a(t)/a0 = (1 + z)
−1 ja Ω0 = ΩΛ0 + Ωr0 + Ωm0. Maailmankaikkeuden syntyhetkesta¨
(t = 0, a(0) = 0, z =∞) nykyhetkeen saamme mukana laajenevalle eta¨isyydelle
dchor(z) = H
−1
0
∫ 1
0
dx√
ΩΛ0x4 + (1− Ω0)x2 + Ωm0x+ Ωr0
, (2.21)
joka on maksimaalin eta¨isyys, jonka sisa¨lla¨ informaation vaihtoa (kausaalista kytkenta¨a¨ aluei-
den va¨lilla¨) on voinut tapahtua. Ta¨ta¨ eta¨isyytta¨ kutsutaan hiukkashorisontiksi. Sa¨teilyn domi-
noimassa ja laakeassa maailmankaikkeudessa hiukkashorisontin koko kaavan (2.21) mukaan on
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dchor = (aH)
−1 = H−1.Vastaavasti materian dominoimalle ja laakealle maailmankaikkeudelle saa-
daan mukana laajenevan hiukkashorisontin suuruudeksi dchor = 2(aH)
−1 = 2H−1. Niinpa¨ maa-
ilmankaikkeudessamme hiukkashorisontin suuruusluokka on ollut suurimman osan ajasta la¨hella¨
mukana laajenevaa Hubblen pituutta dchor ∼ lcH ≡ H−1.
Mukana laajeneva Hubblen pituus lcH kasvaa sa¨teilyn tai materian dominoimassa maailman-
kaikkeudessa, silla¨ ta¨llo¨in p, ρ > 0, jolloin Friedmannin toisen yhta¨lo¨n (2.14) mukaan a¨ < 0, eli a˙
putoaa ajan funktiona ja H−1 = a˙−1. Toisin sanoen maailmankaikkeuden ika¨a¨ntyessa¨ yha¨ kaukai-
semmat alueet saavuttavat siten kausaalisen kytkenna¨n.
Kausaalisesti kytkettyjen alueiden suuruusluokka: Ajatellaan fotonia liikkumassa ra-
diaalisesti laakeassa avaruudessa (yleistys kaarevaan avaruuteen on suoraviivaista). Kuten jo ai-
emmin todettiin, fotonit kulkevat pitkin geodeesia (ds2 = −dt2 + a2dr2 = 0), joten mukana
laajenevissa koordinaateissa fotoni ehtii kulkea matkan dc0 kahden ajanhetken t1 ja t2 va¨lilla¨
dc0 ≡ r1 − r2 =
∫ t2
t1
dt
a(t)
. (2.22)
Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, etta¨ olemme laakeassa, materian dominoimassa maailman-
kaikkeudessa. Ta¨llo¨in skaalatekija¨lle pa¨tee a(t) = (t/t0)
2/3, kun a0 = 1, jolloin Hubblen parametri
on H = (2/3)t−1 = a−3/2H0. Kaavasta (2.22) seuraa, etta¨ materian dominoiman maailmankaik-
keuden mukana laajeneva eta¨isyys on
dc0 = 2H
−1
0 (
√
a2 −√a1). (2.23)
Mukana laajeneva hiukkashorisontin koko kiinnitetylla¨ skaalatekija¨n a arvolla on se eta¨isyys, jonka
fotoni on matkannut alkura¨ja¨hdyksen ja¨lkeen (a1 = a(0) = 0) eli ta¨llo¨in kaavasta (2.23) seuraa
dchor(a) = 2H
−1
0
√
a. (2.24)
Kun tarkastelemme kosmista taustasa¨teilya¨, havaitsemme maailmankaikkeutta, kun sen skaala-
tekija¨ oli aCMB ≈ 1/1100, joten mukana laajeneva eta¨isyys viimeisen sironnan pinnan ja Maan
pinnalla olevan havaitsijan va¨lilla¨ on kaavan (2.23) mukaan
dc0(aCMB) = 2H
−1
0 (1−
√
aCMB) ≈ 2H−10 . (2.25)
Kuitenkin ta¨ta¨ vastaava mukana laajeneva horisontti on kaavan (2.24) mukaan
dchor(aCMB) = 2H
−1
0
√
aCMB) ≈ 2H−10
√
aCMB ≈ 6× 10−2H−10 . (2.26)
Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ vain ne alueet, joiden kulmaeta¨isyys toisistaan on alle
θ . d
hor
c (aCMB)
d0(aCMB)
≈ 2◦ ovat voineet kuuman alkura¨ja¨hdysteorian mukaan vuorovaikuttaa keske-
na¨a¨n. Silti havaitsemme joka puolella taivasta la¨hes isotroopisen taustasa¨teilyn, jonka alueiden
la¨mpo¨tilapoikkeamat keskiarvosta ovat vain 10−5 ... 10−4 K. Koska havaitsemme toisistaan hyvin
eta¨isilla¨ alueilla la¨hes samanlaisen kehityksen, muodostaa kuuma alkura¨ja¨hdysteoria horisonttion-
gelman.
Horisonttiongelman ratkaisu inflaatiolla: Inflaation aikana a˙ kasvaa ajan funktiona (a¨ =
d
dt a˙ > 0), jolloin mukana laajeneva Hubblen pituus H−1 = a˙−1 pienenee. Ta¨ma¨ tarkoittaa, etta¨
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alueet, jotka ennen inflaatiota olivat kausaalisesti kytkeytyneet toisiinsa, menetta¨va¨t kytkenna¨n
inflaation aikana. Havaitsemme siis sellaista maailmankaikkeutta, jonka alussa vallitsi eritta¨in
nopea kiihtymisen vaihe, joka eristi kausaalisesti kytkeytyneet alueet toisistaan. Emme itse asiassa
edes havaitse kaikkia inflaation venytta¨mia¨ alueita, vaan viimeisen sironnan pinta asettaa alarajan
inflaation kestolle.
2.4.3 Magneettisten monopolien ongelma
Maailmankaikkeuden alun eritta¨in kuumissa olosuhteissa suuret yhtena¨isteoriat ennustavat erit-
ta¨in massiivisten magneettisten monopolien tuotannon [21,22], mutta silti emme havaitse ta¨llaisia
nykyisessa¨ maailmankaikkeudessamme. Inflaatio antaa myo¨s ta¨lle monopolien ongelmalle ja¨rkeva¨n
selityksen. Mika¨li inflaatio alkoi magneettisten monopolien tuotannon aikana, tai sen ja¨lkeen, maa-
ilmankaikkeuden valtava laajeneminen inflaation seurauksena kutisti monopolien energiatiheyden
a¨a¨rimma¨isen pieneksi.
2.4.4 Yhden kenta¨n slow-roll inflatoni ja sen ha¨irio¨t
Tarkastellaan seuraavaksi, miten maailmankaikkeuden pienet epa¨homogeenisuudet voivat ohjata
inflaation fysiikkaa. Yksinkertaisuuden vuoksi rajoitutaan tarkastelemaan vain yksitta¨ista¨ ska-
laarikenta¨n mallia, vaikka inflaatio voidaankin saavuttaa myo¨s toisenlaisillakin malleilla. Ta¨ma¨
yksinkertaisin malli on kuitenkin edelleen hyvin havaintoihin yhteensopiva [23].
Koska inflaatioehto vaatii kiihtyva¨n alkumaailmankaikkeuden (a¨ > 0), niin yhta¨lo¨sta¨ (2.14)
seuraa, etta¨ inflaatio on mahdollinen vain, kun p < −1
3
ρ eli paineen tulee olla negatiivinen. Mika¨
tahansa komponentti, jolla siten on negatiivinen paine, ja joka dominoi maailmankaikkeuden ener-
giatiheytta¨ voi toimia inflaation ka¨ynnista¨ja¨na¨. Ta¨ma¨ poissulkee tavallisesta aineesta koostuvan
ideaalikaasun, jonka paine on aina positiivinen. Vastaavasti pimea¨ energia, jonka oletetaan aiheut-
tavan nykyinen maailmankaikkeuden kiihtyva¨ laajeneminen, on poissuljettu, silla¨ sen vaikutus
varhaisessa maailmankaikkeudessa on ha¨via¨va¨n pieni suhteessa muihin energiatiheyksiin. Hiuk-
kasta ta¨sma¨llisempi kuvaus varhaisen maailmankaikkeuden suurissa energiaskaaloissa on kvantti-
kentta¨. Havaintoihin yhteensopiva ja silti kaikista yksinkertaisin ta¨llainen kentta¨ on yksitta¨inen
skalaarikentta¨ φ, jota, analogisesti hiukkasten nimea¨misen kanssa, kutsutaan inflatoniksi. Ta¨lle
skalaarikenta¨lle voidaan kirjoittaa Lagrangen tiheys muodossa
L = −1
2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ), (2.27)
missa¨ V (φ) on skalaarikenta¨n potentiaalienergia. Kenta¨lle saadaan liikeyhta¨lo¨ Euler-Lagrangen
yhta¨lo¨sta¨ kaarevassa avaruudessa
∂(
√−gL)
∂φ
− ∂µ∂(
√−gL)
∂(∂φ)
= 0. (2.28)
Homogeeniselle FLRW-maailmankaikkeudelle (jolle myo¨s skalaarikentta¨ on homogeeninen), saa-
daan kahdesta edellisesta¨ yhta¨lo¨sta¨ kenta¨n liikeyhta¨lo¨ksi
φ¨+ 3Hφ˙ = −V ′(φ), (2.29)
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missa¨ (′) on derivaatta kenta¨n φ suhteen. Skalaarikenta¨n energia-liikema¨a¨ra¨tensori Tµν saadaan
kentta¨a¨ kuvaavasta Lagrangen tiheydesta¨
Tµν = − ∂L
∂(∂µφ)
∂νφ+ gµνL. (2.30)
Mika¨li kentta¨ on homogeeninen, ta¨sta¨ saadaan ratkaisuksi
ρ = T00 =
1
2
φ˙2 + V (φ),
p =
1
3
T ii =
1
2
φ˙2 − V φ. (2.31)
Nyt kaavasta (2.13) seuraa
H2 =
8piG
3
ρ =
8piG
3
(
1
2
φ˙2 + V (φ)
)
=
1
3M2Pl
(
1
2
φ˙2 + V (φ)
)
, (2.32)
missa¨ MPl ≡ 1/
√
8piG on Planckin massa. Yhta¨lo¨ista¨ (2.31) seuraa, etta¨ ehto inflaatiolle (ρ+3p <
0) toteutuu, kun pa¨tee
φ˙2 < V (φ). (2.33)
Yhta¨lo¨ (2.33) ei ole voimassa, jos φ on kaukana potentiaalin V (φ) minimista¨, mika¨ on silti kelvolli-
nen alkuoletus inflaation ka¨ynnistymiselle. Ta¨ma¨ ei kuitenkaan tuota ongelmaa, silla¨ jos potentiaali
V (φ) on tarpeeksi laakea, niin ta¨llo¨in yhta¨lo¨n (2.29) vaimennustermi 3Hφ˙ saa φ˙:n tarpeeksi pie-
neksi, jotta yhta¨lo¨ (2.33) on voimassa, vaikka φ olisi ollutkin aluksi kaukana potentiaalin minimis-
ta¨. Vaimennustermi 3Hφ˙ hidastaa inflatonin φ kehitysta¨, jolloin pa¨a¨dyta¨a¨n herka¨sti tilanteeseen,
jossa pa¨tee
φ˙2  V (φ),
|φ¨|  3H|φ˙|.
(2.34)
Na¨ita¨ ehtoja kutsutaan kosmologiassa slow-roll ehdoiksi. Kun na¨ma¨ ehdot ovat voimassa, yhta¨lo¨t
(2.29) ja (2.32) yksinkertaistuvat slow-roll yhta¨lo¨iksi
H2 =
V
3M2Pl
,
3Hφ˙ = −V ′.
(2.35)
Potentiaalin V (φ) muoto ma¨a¨ritta¨a¨ niin kutsutut slow-roll parametrit, jotka ma¨a¨ritella¨a¨n
(φ) ≡ 1
2
M2Pl
(
V ′
V
)2
,
η(φ) ≡M2Pl
V ′′
V
.
(2.36)
Jotta slow-roll ehdot ta¨yttyva¨t, ovat va¨ltta¨ma¨tto¨ma¨t, mutta ei riitta¨va¨t ehdot slow-roll paramet-
reille  1 ja |η|  1. Ehdot eiva¨t ole riitta¨via¨, koska ne rajoittavat vain potentiaalin muotoa ja
ma¨a¨ritta¨va¨t potentiaalista vain sellaisen kentta¨alueen, jossa slow-roll approksimaatio voi toimia.
Kenta¨n kehitykseen vaikuttaa potentiaalin lisa¨ksi sen alkuarvot φ, φ˙, koska kenta¨n liikeyhta¨lo¨
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(2.29) on toista kertalukua. Kuitenkin, koska slow-roll ratkaisu on itse asiassa attraktoriratkai-
su [24], voidaan la¨hes mielivaltaisilla alkuarvoilla asetettu yleinen ratkaisu saada la¨hestyma¨a¨n
hyvin nopeasti slow-roll ratkaisua.
Soveltamalla lineaarista ha¨irio¨teoriaa skalaarikenta¨lle, voidaan ha¨irio¨iden kehitysta¨ tutkia in-
flaation aikana. Inflatonikentta¨ voidaan jakaa kahtia homogeeniseen taustaosaan ja ha¨irio¨o¨n
φ(t, ~x) = φ¯(t) + δφ(t, ~x). (2.37)
Koska ha¨irio¨t riippuvat mitan valinnasta (siirrytta¨essa¨ koordinaatistosta toiseen), on luonnollista
ka¨ytta¨a¨ mittainvariantteja suureita ha¨irio¨iden tarkasteluun. Yksi ta¨llainen suure on kosmologisessa
ha¨irio¨teoriassa usein ka¨ytetty mukana laajeneva kaarevuusha¨irio¨ R. Inflaation aikana mukana
laajenevan kaarevuusha¨irio¨n R yhteys inflatonikenta¨n ha¨irio¨ihin voidaan esitta¨a¨ laakeassa mitassa
[25]
R = −Hδφ¯˙
φ
⇐⇒ R~k = −H
δφ~k
¯˙
φ
. (2.38)
Edella¨ skalaarikentta¨a¨ on ka¨sitelty vain klassisesti, mutta todenmukaisempi kuvaus kenta¨lle
inflaation aikana tulee kvanttikentta¨teoriasta. Ta¨llo¨in, Heisenbergin epa¨tarkkuusperiaatteen mu-
kaisesti, skalaarikenta¨ssa¨ esiintyy fluktuaatioita, joiden tilastollisia ominaisuuksia voidaan karak-
terisoida. Mika¨li suureen g fluktuaatiot ovat jakaumaltaan gaussisia, sisa¨lta¨a¨ tehospektri Pg kaiken
tilastollisen informaation ta¨ma¨n suureen fluktuaatioista. Yhta¨lo¨sta¨ (2.38) seuraa, etta¨ inflatoni-
kenta¨n fluktuaatioiden tehospektrille saadaan esitys
Pφ(k) =
(
H
2pi
)
aH=k
, (2.39)
missa¨ aH = k tarkoittaa hetkea¨, kun tiettya¨ moodia k vastaava aallonpituus kasvaa Hubblen
pituutta (tai mukana liikkuvaa Hubble pituutta H = k) suuremmaksi. Ta¨ma¨n horisontin raja-
pinnan sisa¨puolella ha¨irio¨t ka¨ytta¨ytyva¨t ajan funktiona ja ulkopuolella seka¨ rajapinnassa aH = k
”ja¨a¨tyva¨t” paikalleen. Inflaation aikana kvanttifluktuaatiot synnytta¨va¨t inflatonikenta¨n ha¨irio¨ita¨,
jotka muutaman Hubblen ajan (1/H) ja¨lkeen poistuvat horisontista eli silloin, kun skaalatekija¨ a
on kasvanut tarpeeksi suureksi, jolloin pa¨tee k  aH. Hubblen parametrin H kasvaminen inflaa-
tion aikana on pienta¨ verrattuna skaalatekija¨a¨n a. Vastaavasti kaarevuusha¨irio¨iden tehospektriksi
saadaan [24]
PR(k) =
(
H
˙¯φ
)2
Pφ(k) =
(
H2
2pi ˙¯φ
)2
. (2.40)
Ta¨ma¨ yhta¨lo¨ kertoo, miten inflaation aikaiset skalaarikenta¨n kvanttifluktuaatiot vaikuttavat kaa-
revuusha¨irio¨n tehospektriin, kun skalaarikenta¨ksi oletetaan yhden kenta¨n slow-roll inflatoni.
Sijoittamalla H toisesta slow-roll yhta¨lo¨sta¨ (2.35) ja φ˙ ensimma¨isesta¨ slow-roll ehdosta (2.34)
edelliseen yhta¨lo¨o¨n, saadaan
PR(k) = 1
24pi2
1
M4Pl
(
V

)
aH=k
. (2.41)
Slow-roll inflaation aikana potentiaali V ja sen derivaatta V ′ muuttuvat hitaasti, jolloin myo¨s
PR(k) muuttuu hitaasti k:n funktiona. Ta¨ta¨ hidasta muuttumista voidaan karakterisoida spektri-
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indeksilla¨ ns(k), joka ma¨a¨ritella¨a¨n kaavalla
ns(k)− 1 ≡ d lnPR(k)
d ln k
. (2.42)
Spektri-indeksi ns(k) on skaalasta vapaa (engl. scale-free), mika¨li se on riippumaton k:sta. Pri-
mordiaaliselle tehospektrille PR(k) saadaan ta¨llo¨in
PR(k) = A2
(
k
kp
)ns−1
, (2.43)
missa¨ kp on valittu referenssiskaala (pivot skaala) ja A on tehospektrin amplitudi ta¨lla¨ skaalal-
la. Spektri-indeksin ja slow-roll parametrien va¨lille voidaan ensimma¨isessa¨ kertaluvussa johtaa
relaatio
ns − 1 = −4+ 2η. (2.44)
Kun slow-roll ehdot ovat voimassa (|η|  1 ja  1), on primordiaalinen tehospektri PR(k) la¨hes
skaalainvariantti. Tiivistettyna¨, yksinkertainen yhden kenta¨n slow-roll inflatonimalli olettaa pri-
mordiaalisen tehospektrin olevan la¨hes skaalainvariantti ns ∼ 1. Suurten skaalojen taustasa¨teilyn
epa¨isotropiamittauksilla voidaan selvitta¨a¨ primordiaalisen tehospektrin muoto (ta¨sta¨ enemma¨n
luvussa 2.5.2). Esimerkiksi Planck mittasi spektri-indeksiksi ns = 0.9665± 0.0062, joten yksinker-
tainen yhden kenta¨n slow-roll inflatoni on voinut toimia inflaatiofysiikan ajavana voimana.
2.5 Kosmisen taustasa¨teilyn epa¨isotropioiden statistiikka
2.5.1 Multipoliekspansio
Jotta voimme mitata koko taivaanpallolla havaittavia taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilan muutoksia kes-
kiarvosta T0, tarvitsemme la¨mpo¨tilamuutoksille jonkin kahdesta pallokoordinaatiston kulmasta
riippuvan funktion δT (θ, ϕ)/T0 ≡ T (θ, φ) kuvaamaan niita¨. Kulmat θ ja ϕ vastaavat polaari-
kulmaa ja atsimuuttikulmaa ja T (θ, ϕ) sisa¨lta¨a¨ kaiken informaation la¨mpo¨tilamuutoksista. Koska
mika¨ tahansa tarpeeksi sa¨a¨nno¨llinen funktio voidaan esitta¨a¨ yksikko¨pallon pinnalla palloharmo-
nisten funktioiden Y`m(θ, ϕ) lineaarikombinaationa, voidaan taivaan la¨mpo¨tilamuutokset esitta¨a¨
Laplacen sarjana:
T (θ, ϕ) =
∞∑
`=0
∑`
m=−`
a`mY`m(θ, ϕ), (2.45)
missa¨ a`m kuvaa kompleksikertoimia. Indeksi ` kuvaa oskillaatioiden ma¨a¨ra¨a¨ pallon pinnalla ja
m kiinnitta¨a¨ na¨iden suunnan. Multipolin ` arvot kulkevat ` = 0, 1, 2, ..,∞, ja m ka¨y la¨pi arvot
m = −`, ..., ` eli jokaista `:n arvoa vastaa 2` + 1 m:n arvoa. Kuvassa 2.3 on esimerkkisimulaatio
palloharmonisten funktioiden avulla tehdyista¨ simuloiduista kartoista multipolin ` arvoilla 1...12.
Palloharmonisten funktioiden ominaisuuksista seuraa, etta¨ suuremmat multipolin ` arvot vastaa-
vat pienempia¨ kulmaskaaloja θ, karkeasti ottaen relaatiolla θ ∼ pi/`.
Analogisesti, siina¨ missa¨ Fourier’n sarjan esityksessa¨ on tavoitteena ma¨a¨ritta¨a¨ reaalikertoi-
met ak ja bk (tai kompleksikertoimet ck), niin Laplacen sarjan esityksen tavoitteena on ma¨a¨ritta¨a¨
kompleksikertoimet a`m. Syy pallon pinnalla ma¨a¨ritellyn funktion Laplacen sarjan kertoimien ma¨a¨-
ritta¨miseen on, etta¨ ta¨llo¨in usein numeerinen laskenta helpottuu, verrattuna alkupera¨iseen sarjaan,
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Kuva 2.3: Esimerkki palloharmonisten funktioiden avulla satunnaisgeneroiduista kartoista kasva-
van multipolin funktiona. Vasemmalta ylha¨a¨lta¨ luettuna ` = 1 (dipoli), 2 (kvadrupoli), 3 (oktu-
poli), 4,..., 12. La¨hde [24].
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johtuen palloharmonisten funktioiden ortogonaalisuudesta pallon pinnan yli [26]. Kosmologiassa
taustasa¨teilysignaalia – la¨mpo¨tilavaihteluita ja polarisaatiota – analysoidaan multipoliekspansiol-
la. Yhta¨lo¨sta¨ (2.45) voidaan ka¨a¨nta¨en laskea a`m-kertoimet seuraavasti
a`m =
∫
Y ∗`m(θ, ϕ)∆T (θ, ϕ)dΩ, (2.46)
missa¨ ta¨hdella¨ merkitty yla¨indeksi kuvaa kompleksikonjugaattia ja integraali lasketaan koko ava-
ruuskulman dΩ = sin (θ)dθdϕ yli. Laplacen sarjan ensimma¨inen kerroin, a00, jota kutsutaan myo¨s
monopoliksi, kertoo taustasa¨teilyn keskila¨mpo¨tilan. Keskila¨mpo¨tilan poikkeamia tutkittaessa mo-
nopoli on ma¨a¨ritelma¨nsa¨ mukaan nolla. Sarjan seuraavat kolme kerrointa, a1−1, a10, a11, kuvaavat
taustasa¨teilyn dipolia. Karttana dipoli ka¨sitta¨a¨ yhden suuren kuuman ja kylma¨n seudun ja ta¨-
ma¨ rakenne on kooltaan suurin la¨mpo¨tilan epa¨isotropia. Fysikaalisesti dipoli on kaksiosainen: se
koostuu varsinaisia taustasa¨teilyn rakenteita kuvaavasta kosmologisesta dipolista seka¨ dominoi-
vasta Doppler efektista¨. Ta¨ma¨ efekti syntyy Aurinkokunnan liikkeesta¨ suhteesta taustasa¨teilyn
lepokoordinaatistoon, eika¨ sita¨ voida ka¨yta¨nno¨ssa¨ erottaa kosmologisesta dipolista. Ta¨ma¨n vuoksi
taustasa¨teilysignaalin multipoliekspansio aloitetaan tavallisesti multipolista ` = 2. Dipolia ka¨yte-
ta¨a¨n erityisesti satelliitin dataa kalibroitaessa eli muunnettaessa satelliitin mittaamaa ja¨nnitetta¨
la¨mpo¨tilan vaihteluiksi.
Kartanteossa (ta¨sta¨ lisa¨a¨ luvussa 4) multipoliekspansiota ajatellaan signaalin kannalta kaista-
rajoitetuksi, eli yhta¨lo¨n (2.45) ensimma¨ista¨ summaa jatketaan vain tiettyyn maksimi ` rajaan asti,
jota merkita¨a¨n `max, ja ta¨ta¨ suuremmilla `:n arvoilla signaalin teho oletetaan ha¨via¨va¨n pieneksi.
Myo¨s toisen summan kohdalla yhta¨lo¨ssa¨ (2.45) summa juoksee va¨lilta¨ −`max, `max ja kaikki ne in-
deksit `m, joille m > ` ha¨via¨va¨t. Suurin `:n arvo `max voidaan ma¨a¨ritella¨ asettamalla suurimman
mahdollisen palautettavissa olevien a`m-kertoimien ma¨a¨ra¨ksi
`max∑`
=0
(2` + 1) = (`max + 1)
2 =
4pi
θres
,
missa¨ θres on taustasa¨teilya¨ kartoittavan satelliitin kulmaerotuskyky. Esimerkiksi Planckin korkean
taajuuden instrumenttien kulmaerotuskyky on pienimmilla¨a¨n θres ∼ 5′, joka vastaa `max ∼ 2400.
Edella¨ kuvattuja a`m-kertoimia ka¨yteta¨a¨n seuraavassa luvussa 2.5.2, joiden avulla ma¨a¨ritella¨a¨n
kosmologisesti merkitta¨va¨t la¨mpo¨tilan ja polarisaation kulmatehospektrit.
2.5.2 La¨mpo¨tilavaihteluiden kulmatehospektrit
Kosmisen mikroaaltotaustasa¨teilyn la¨mpo¨tilavaihtelun varianssia multipolin ` tai kulmaskaalan
funktiona kutsutaan la¨mpo¨tilan kulmatehospektriksi. Erityisesti teoreettisen kosmologian kannal-
ta taivaan kulmatehospektri on kenties kaikista ta¨rkein havaintoaineisto, silla¨ kulmatehospektriin
parhaiten sovitetut kosmologisen mallin parametrit antavat tarkat lukuarvot maailmankaikkeuden
rakenteesta, geometriasta ja kehityksesta¨. Kuvassa 2.4 on esimerkki la¨mpo¨tilan kulmatehospekt-
rista¨, joka perustuu vuoden 2015 Planck-tuloksiin. Kuvasta na¨hda¨a¨n miten hyvin malli ja havain-
not sopivat yhteen, kun ka¨yteta¨a¨n yksinkertaisinta kosmologista mallia, joka tunnetaan nimella¨
ΛCDM . Yksinkertaistettuna kulmatehospektri kertoo, paljonko taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilakartassa
on tietyn suuruista rakennetta tietylla¨ kulmaskaalalla. Tarkastellaan seuraavaksi la¨hemmin kul-
matehospektrin fysikaalista formulointia.
Taustasa¨teilyn eritta¨in pienet epa¨isotropiat – la¨mpo¨tilavaihtelut ja materian tiheysvaihtelut –
ovat seurausta inflaation aikaisista kvanttifluktuaatioista, jotka, tunnetun kvanttifysiikan mukaan,
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Kuva 2.4: Planckin tuoreimmista tuloksista (2015) tehty la¨mpo¨tilan kulmatehospektri. Ylemma¨ssa¨
kuvassa sinisiin datapisteisiin on sovitettu standardimallin (ΛCDM) mukainen kulmatehospektri
punaisella viivalla. Alemmassa paneelissa on datapisteiden residuaalit verrattuna teoreettiseen
malliin. Mataleilla multipoleilla na¨kyva¨ epa¨tarkkuus johtuu kosmisesta varianssista. Kuvan la¨hde:
[12].
ka¨ytta¨ytyva¨t satunnaisesti. Niinpa¨ taustasa¨teilyn epa¨isotropioita voidaan kuvata ainoastaan tilas-
tollisten tunnuslukujen avulla. Luvussa 2.4.4 kuvatun kaltaiset yksinkertaiset ja havaintoihin yh-
teensopivat inflaatioteoriat olettavat na¨iden satunnaisprosessien ka¨ytta¨ytyva¨n gaussisesti. Ta¨sta¨
silloin seuraa, etta¨ myo¨s taustasa¨teilyn epa¨isotropiat ovat luonteeltaan gaussisia satunnaismuut-
tujia. Edellisessa¨ luvussa esitetyt la¨mpo¨tilavaihteluiden kompleksiset a`m-kertoimien ha¨irio¨t ovat
lineaarisia ensimma¨isen kertaluvun ha¨irio¨teoriassa ja na¨in ollen myo¨skin gaussisia. Koska gaussis-
ta jakaumaa karakterisoi vain kaksi tilastollista tunnuslukua, odotusarvo ja varianssi, sisa¨lta¨va¨t
na¨ma¨ luvut ta¨ydellisen informaation la¨mpo¨tilavaihteluista. Kertoimet a`m edustavat la¨mpo¨tilan
poikkeamia keskila¨mpo¨tilasta, jolloin niiden odotusarvo ha¨via¨a¨, eli 〈a`m〉 = 0. Ainoaksi nollasta
poikkeavaksi tunnusluvuksi ja¨a¨ a`m-kertoimien varianssi, joka tunnetaan kosmologiassa paremmin
la¨mpo¨tilavaihteluiden teoreettisena kulmatehospektrina¨
C` ≡ 〈a`ma∗`m〉 =
1
2`+ 1
∑`
m=−`
〈|a`m|2〉 (2.47)
On syyta¨ huomata, ettei kulmatehospektri riipu suuria taustasa¨teilyn epa¨isotropioita kuvaavasta
indeksista¨ m, koska taustasa¨teily on tilastollisesti isotrooppista. Kulmatehospektri liitta¨a¨ myo¨s
la¨mpo¨tilavaihteluiden varianssin eri suuruisten rakenteiden kokoskaaloille ` [24]
〈
T (θ, ϕ)2
〉
=
∑
`
2`+ 1
4pi
C`. (2.48)
Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ mika¨li ka¨yra¨ (2`+1)C`/4pi esiteta¨a¨n lineaarisesti `:n funktiona, ka¨yra¨n rajaama
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pinta-ala kertoo la¨mpo¨tilavaihteluiden varianssin eli odotusarvon la¨mpo¨tilan nelio¨llisille poikkea-
mille keskiarvosta.
Kulmatehospektrin ja primordiaalisten ha¨irio¨iden tehospektrin PR(k) va¨lille voidaan johtaa
suurilla skaaloilla (pienilla¨ `:n arvoilla) relaatio [24]
C` =
4pi
25
∫ ∞
0
d3k
k3
PR(k)j`(kx)2, (2.49)
missa¨ j` on Besselin pallofunktio. Koska yksinkertaiset inflaatioteoriat ennustavat la¨hes skaalain-
variantin tehospekrin PR ≈ As = vakio, voidaan ta¨llo¨in yhta¨lo¨ (2.49) integroida muotoon
C` =
A2s
25
2pi
`(`+ 1)
, (2.50)
joka voidaan uudelleen kirjoittaa `(` + 1)C`/(2pi) = A
2
s/25 = vakio. Ta¨ma¨n vuoksi kulmatehos-
pektrin ka¨yra¨ on tavallisesti esitettyna¨ muodossa
D` ≡ `(`+ 1)C`
2pi
, (2.51)
ka¨yra¨n (2`+ 1)C`/4pi sijaan. Ta¨llo¨in on helpompi na¨hda¨, etta¨ kulmatehospektri on todella skaa-
lainvariantti (vakio) matalimmilla multipoleilla (` ≤ 100).
Edella¨ esitetty teoreettinen kulmatehospektri ottaa huomioon kaikki mahdolliset a`m-kertoimien
joukot ja kuvaa na¨iden yli laskettua odotusarvoa, mutta todellisuudessa emme voi havaita kuin
vain yhden ta¨llaisen joukon, omaa maailmankaikkeutamme kuvaavat a`m-kertoimet. Niinpa¨ ha-
vaintoja varten voidaan ma¨a¨ritella¨ ta¨ma¨n yksitta¨isen joukon yli lasketun keskiarvon |a`m| avulla
havaittu kulmatehospektri
C˜` =
1
2`+ 1
∑
m
|a`m|2. (2.52)
La¨mpo¨tilavaihteluiden varianssi havaitun kulmatehospektrin avulla ilmaistuna on vain (T (θ, ϕ))2
keskiarvo taivaanpallon yli
1
4pi
∫
(T (θ, ϕ))2 dΩ =
∑
`
2`+ 1
4pi
C˜`. (2.53)
Kuvitellaan seuraavaksi joukko maailmankaikkeuksia, realisaatioita, jotka ovat syntyneet samasta
satunnaisprosessista, mutta joilla kullakin on oma taivaan kulmatehospektri C˜`. Yhta¨lo¨t (2.48)
ja (2.53) eroavat toisistaan siten, etta¨ ensimma¨inen kuvaa useasta taivaan realisaatiosta saatua
la¨mpo¨tilavaihteluiden odotusarvoa ja ja¨lkimma¨inen yksitta¨isen taivaan realisaation yli laskettua
la¨mpo¨tilavaihteluiden keskiarvoa. Eri realisaatioiden yli laskettu odotusarvo vastaa siten teoreet-
tista kulmatehospektria¨ 〈
C˜`
〉
= C` ⇒
〈
C˜` − C`
〉
= 0. (2.54)
Ta¨ma¨ yhta¨lo¨ kertoo, etta¨ teoreettinen ja havaittu kulmatehospektri ovat la¨hella¨ toisiaan. Se, kuin-
ka paljon havaitun kulmatehospektrit keskima¨a¨rin vaihtelevat teoreettisesta kulmatehospektrista¨
kutsutaan kosmiseksi varianssiksi, jolle pa¨tee [24]〈
(C˜` − C`)2
〉
=
2
2`+ 1
C2` . (2.55)
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Yhta¨lo¨sta¨ (2.55) voidaan todeta, etta¨ varianssi on suurinta matalimmilla multipoleilla ja pienenee
suuremmille multipoleille menta¨essa¨. Syy ta¨ha¨n on ilmeinen. Jokaista multipolia kohti on vain
2` + 1 otosta, jolloin pienilla¨ `:n arvoilla eli suurilla kokoskaaloilla otoshajonta on va¨ista¨ma¨tta¨
suurempi kuin suurilla `:n arvoilla. Niinpa¨ kosminen varianssi rajoittaa havaitun ja teoreettisen
kulmatehospektrin va¨lista¨ tarkkuutta.
Laajennetaan seuraavaksi kulmatehospektreja¨ koskevat ma¨a¨ritelma¨t yleisemma¨lle tasolle ot-
tamalla myo¨s polarisaatio huomioon.
2.5.3 Polarisaation kulmatehospektrit
Kuten luvussa 2.1 jo mainittiin, taustasa¨teilyn pintaa kutsutaan viimeisen sironnan pinnaksi. Ta¨-
ma¨ nimi juontaa siita¨, etta¨ ennen irtikytkeytymista¨ ta¨lta¨ pinnalta la¨hteneet fotonit Thomson-
sirosivat viimeisen kerran varatuista hiukkasista. Tunnetusti Thomsonin sironnassa valo polarisoi-
tuu lineaarisesti. Polarisoitua valoa on optiikassa tapana kuvata Stokesin parametreilla. Ajatellaan
kuitenkin aluksi la¨hes monokromaattista sa¨hko¨magneettista tasoaaltoa, joka heilahtelee z-akselin
suuntaisesti. La¨hes monokromaattinen tarkoittaa ta¨ssa¨ yhteydessa¨, etta¨ taajuuskomponentti on
jakautunut hyvin pienelle alueelle keskitaajuuden ω0 ympa¨rille. Ta¨llo¨in tasoaallon sa¨hko¨kenta¨n
vektorikomponentit Ex ja Ey, jotka ovat kohtisuorassa aallon etenemissuuntaan na¨hden, voidaan
kirjoittaa muotoon [27]
Ex = ax(t)e
i[ω0t+θx(t)],
Ey = ay(t)e
i[ω0t+θy(t)].
(2.56)
Aallon monokromaattisuus takaa, etta¨ vaihekulmat θx ja θy seka¨ amplitudit ax ja ay muuttuvat
hitaasti suhteessa aallon taajuuden ka¨a¨nteislukuun. Aalto ma¨a¨ritella¨a¨n silloin polarisoituneeksi,
mika¨li minka¨ tahansa yhta¨lo¨n (2.56) komponenttien va¨lilla¨ on olemassa korrelaatio. Na¨iden kom-
ponenttien kautta voidaan nyt ma¨a¨ritella¨ Stokesin parametrit:
I ≡ |Ex|2 + |Ey|2 =
〈
a2x
〉
+
〈
a2y
〉
,
Q ≡ |Ex|2 − |Ey|2 =
〈
a2x
〉− 〈a2y〉 ,
U ≡ ExE∗y + EyE∗x = 2Re(ExE∗y) = 〈2axay cos(θx − θy)〉 ,
V ≡ i(ExE∗y − EyE∗x) = 2Im(E∗xEy) = 〈2axay sin(θy − θx)〉 .
(2.57)
Ta¨ssa¨ keskiarvot 〈〉 on otettu sellaisen aikava¨lin yli, joka on pitka¨ suhteessa aallon taajuuden
ka¨a¨nteislukuun. Ensimma¨inen Stokesin parametri I kuvaa sa¨teilyn intensiteettia¨. Taustasa¨teilyn
intensiteetti noudattelee tarkasti mustan kappaleen sa¨teilylakia, joka kytkee sa¨teilyn intensitee-
tin la¨mpo¨tilaan. Ta¨ma¨n vuoksi taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilakartoista ka¨yteta¨a¨n toisinaan nimitysta¨
I-kartta. Kolme muuta parametria ma¨a¨ritta¨va¨t sa¨teilyn polarisaatiotilan. Esimerkiksi polarisoi-
mattomalle sa¨teilylle Q = U = V = 0. Parametri V kuvaa ympyra¨polarisaatiota, jota Thomsonin
sironnassa ei synny, joten taustasa¨teilya¨ kuvaa ta¨ydellisesti Stokesin kolme ensimma¨ista¨ paramet-
ria.
Parametrit I ja V sa¨ilyva¨t invariantteina koordinaatistomuunnoksissa, mutta Q ja U riippuvat
x ja y akseleiden suunnasta. Polarisaatiolle pita¨isi siis lo¨yta¨a¨ sellainen muoto, joka ei riipu valitusta
koordinaatistosta. Voidaan osoittaa, etta¨ kierretta¨essa¨ x−y tasoa kulman ψ verran, kuvaa seuraava
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koordinaatistomuunnos alkupera¨ista¨ aaltoa [28]
Q′ = Q cos(2ψ) + U sin(2ψ),
U ′ = −Q sin(2ψ) + U cos(2ψ),
(2.58)
jonka lineaarikombinaatioksi saadaan
Q′ + iU ′ = e−2iψ(Q+ iU),
Q′ − iU ′ = e+2iψ(Q− iU).
(2.59)
Ja¨lkimma¨iselle yhta¨lo¨lle saadaan nyt kehitettya¨ luvun 2.5.1 mukainen multipoliekspansio spin-2
palloharmonisten funktioiden avulla [27]
Q± iU =
∑
`m
a±2,`m Y±2 `m (θ, ϕ). (2.60)
Na¨iden spin-2 palloharmonisten funktioiden kertoimien lineaarikombinaatioista
aE`m ≡ −
1
2
(a2,`m + a−2,`m),
aB`m ≡
i
2
(a2,`m − a−2,`m),
(2.61)
voidaan viimein ma¨a¨ritta¨a¨ fysikaalisesti mitattavat ja koordinaatistosta riippumattomat polari-
saatiota kuvaavat suureet E(θ, ϕ) ja B(θ, ϕ)
E(θ, ϕ) =
∑
`m
aE`mY`m(θ, φ),
B(θ, ϕ) =
∑
`m
aB`mY`m(θ, ϕ).
(2.62)
Matemaattisesti ta¨ma¨ jaottelu on analoginen vektorin jakamisesta gradientista ja divergenssista¨
riippuviin osiin. Niinpa¨ na¨ita¨ kenttia¨ kutsutaan E-moodin (tai G-moodin, engl. gradient) ja B-
moodin (tai C-moodin, engl. curl) polarisaatioksi. Kuvassa 2.5 on esitetty mahdolliset E- ja B-
moodin polarisaatiokenttien muodot.
Kuva 2.5: E-moodi ja B-moodi polarisaatiokenttien muodot. B-moodin erottaa E-moodista hel-
posti sen polarisaatiosuuntien kierteisyydesta¨.
Jatkossa la¨mpo¨tilan a`m-kertoimet indekso¨ida¨a¨n tarvittaessa T:lla¨, muodossa a
T
`m, erotuksena
polarisaation a`m-kertoimista. Vastaavasti kuten la¨mpo¨tilan multipoliekspansiolle, voidaan teo-
reettinen kulmatehospektri yleisesti ma¨a¨ritella¨ kaikille la¨mpo¨tilan ja polarisaation a`m-kertoimille
CXY` =
〈
aX`ma
Y ∗
`m
〉
, (2.63)
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missa¨ X,Y = T,E,B. La¨mpo¨tilan ja polarisaation autokorrelaatioiden kulmatehospektreille X =
Y , ristikorrelaatioille X 6= Y . Kaavasta (2.63) na¨hda¨a¨n, etta¨ ristikorrelaatiospektrit ovat symmet-
risia¨, eli esimerkiksi CTE` = C
ET
` .
(a) Planckilla mitatut TE:n kulmatehospektri. (b) Planckilla mitatut EE:n kulmatehospektri.
Kuva 2.6: Ylemmissa¨ paneeleissa punaisella ka¨yra¨lla¨ sovitettu standardi ΛCDM -malli Planckilla
mitattuihin datapisteisiin (sinisella¨) ja alemmissa paneeleissa mallin residuaalit. La¨hde [12].
Tavallisesti gaussisissa kosmologisissa malleissa oletetaan, etta¨ alkupera¨iset tiheysvaihtelut sa¨i-
lyttiva¨t pariteettisymmetrian. Toisin sanoen maailmankaikkeuttamme ei pita¨isi voida tunnistaa
toisenlaiseksi sen peilikuvasta. Siispa¨ taustasa¨teilysta¨ mitattavia kulmatehospektreja¨ on kuuden
sijaan vain nelja¨, CTT` , C
EE
` , C
BB
` ja C
TE
` . Esimerkki Planckilla mitatuista TE:n ja EE:n kulmate-
hospekreista¨ na¨kyy kuvassa 2.6. Ta¨ssa¨ kohtaa on syyta¨ huomioida, etta¨ TE:n kulmatehospektrit
ka¨yva¨t tietyilla¨ multipolin arvoilla nollassa. Ta¨lla¨ ka¨ytta¨ytymisella¨ on ta¨ma¨n tutkielman simulaa-
tioiden kannalta ta¨rkea¨ merkitys, ja aiheeseen palataan tarkemmin luvussa 5.2.
Eksoottisemmissa kahtaistaittumisen (engl. birefringence) malleissa oletetaan taivaalla esiin-
tyva¨n myo¨s hyvin pienia¨, mutta nollasta poikkeavia TB- ja EB -korrelaatioita. Ta¨ma¨ tutkielma
keskittyy ka¨sittelema¨a¨n vain gaussisia kosmologisia malleja. Vaikka luvussa 5 esitetyt matriisi-
ikkunafunktiot sisa¨lta¨va¨tkin TB -ja EB-komponentteja, ovat na¨ma¨ otettu huomioon vain sen
vuoksi, koska menetelma¨a¨ voidaan soveltaa myo¨s etualan sa¨teilylle, joka sisa¨lta¨a¨ kyseisia¨ kom-
ponentteja.
2.6 Kosmologiset parametrit
Yksinkertainen ΛCDM -malli, joka sopii hyvin yhteen tuoreimpien havaintojen - tarkasti lasket-
tujen kulmatehospektrien - kanssa, riippuu vain kourallisesta parametreja. Tavallisessa ΛCDM -
mallissa on mahdollista valita 6-ulotteisesta parametriavaruudesta eri tavoin toisistaan riippumat-
tomia parametreja, mutta tietyt valinnat ovat toisia parempia. Yksi tavallisesti ka¨ytetty valintakri-
teeri on, etta¨ valitut parametrit vaikuttavat mahdollisimman eri tavoin taivaan kulmatehospektriin
sovitettavan mallin muotoon, jolloin parametrien aiheuttamat degeneraatiot minimoituvat.
Koska kosmologiset havainnot eiva¨t viittaa kaarevaan avaruuteen eika¨ kaarevuutta tarvita
selitta¨ma¨a¨n havaintoja, voidaan kaarevuustekija¨ K asettaa nollaksi, jolloin Ω0 = 1. Jos lisa¨ksi
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Hubblen parametri H asetetaan muista parametreista riippuvaksi, saadaan ΛCDM -mallille kuusi
riippumatonta parametria, jotka on esitetty taulukossa 2.1.
Parametri Kuvaus Paras estimaatti
Ωbh
2 Fysikaalinen baryonien energiatiheys 0.02222 ± 0.00023
Ωch
2 Fysikaalinen kylma¨n pimea¨n aineen energiatiheys 0.1197 ± 0.0022
ΩΛ Pimea¨n energian energiatiheys 0.685 ± 0.013
τ Reionisaation optinen syvyys 0.078 ± 0.019
ln(1010As) Primordiaalisen tehospektrin amplitudi 3.089 ± 0.036
ns Primordiaalisen tehospektrin spektri-indeksi 0.9655 ± 0.0062
Taulukko 2.1: ΛCDM -mallin perusparametrien tuoreimmat arvot, jotka on saatu sovittamalla
ΛCDM -malli Planckin la¨mpo¨tilan kulmatehospektriin. La¨hde: [12].
Tiheysparametrit vastaavat nykyhetkea¨ ja niita¨ skaalaava tekija¨ h on dimensioton Hubblen
parametri, joka saadaan Hubblen parametrista H0 = h×100km/sMpc , ja jonka nykyarvo on h = 0.678
[12]. Energiatiheyksia¨ on esitelty lyhyesti luvussa 2.3 ja luvussa 2.4.4 on esitelty primordiaalisen
tehospektrin amplitudi ja spektri-indeksi. Kuvaillaan viela¨ lyhyesti kuudes ΛCDM -mallin para-
metri, reionisaation optinen syvyys τ . Optinen syvyys voidaan ma¨a¨ritella¨ konformiajan funktiona
muodossa
τ(η) =
∫ η0
η
a(η)ne(η)σTdη, (2.64)
missa¨ σT on Thomson-sironnan vaikutusala ja ne on vapaiden elektronien lukuma¨a¨ra¨tiheys. Sen
avulla voidaan selvitta¨a¨ niiden fotoneiden suhteellinen osuus f(η) = −dτdη e−τ(η), jotka eiva¨t ole
sironneet elektroneista la¨hto¨hetken η ja havaintohetken η0 va¨lilla¨. Yleisesti, kun τ  1 on maail-
mankaikkeus la¨pina¨kyma¨to¨n tai, kun τ  1 on se la¨pina¨kyva¨.
Taustasa¨teilytutkimuksessa on ta¨rkea¨a¨ tuntea optisen syvyyden ka¨ytta¨ytyminen seka¨ rekombi-
naatiossa etta¨ myo¨hemma¨ssa¨ maailmankaikkeuden reionisaatiossa, eli silloin, kun galaksien va¨linen
kaasu uudelleen ionisoitui. Ja¨lkimma¨isessa¨ tapauksessa voidaan ma¨a¨ritella¨ reionisaation optinen
syvyys τr ≡ τ(ηr), missa¨ ηr on konformiaika aikaskaalle ennen reionisaatiota, mutta rekombinaa-
tion ja¨lkeen. Reionisaation ja rekombinaation monimutkaisen luonteen vuoksi sen tarkempi ana-
lyysi sivuutetaan. Kattavampi kuvaus kosmologisten parametrien arvioimisesta mittausdatasta
lo¨ytyy esimerkiksi vuoden 2014 julkaistusta Savelaisen va¨ito¨skirjasta [29], joka ka¨sittelee primor-
diaalisten ha¨irio¨iden karakterisoimista havainnoilla.
Luku 3
Planckin keilat ja ikkunafunktiot
Ta¨ssa¨ osiossa ka¨yda¨a¨n la¨pi Planck-satelliitin matalan taajuuden instrumentin keiloja ja ikkuna-
funktioita koskevat ma¨a¨ritelma¨t, keilojen matemaattinen formalismi seka¨ perehdyteta¨a¨n lukija
skalaari- ja matriisi-ikkunafunktioihin.
Kuva 3.1: Esimerkki elliptisesta¨ gaussisesta keilasta, joka approksimoi satelliitin yksitta¨isen radio-
metrin herkkyytta¨ vastaanottaa sa¨hko¨magneettisen sa¨teilyn intensiteettia¨ kulmaeta¨isyyden funk-
tiona. Keilan herkkyys putoaa menta¨essa¨ suuremmille kulmaeta¨isyyksille eli kauemmaksi keilan
keskipisteesta¨. Oikeassa kuvassa radiometrin katselusuunnasta – vasemman kuvan positiivisen z-
akselin suunnasta – esitetty keilan profiili, jonka la¨pimitta on verrannollinen satelliitin yksitta¨isen
syo¨tto¨torven la¨pimittaan.
3.1 Keilojen ma¨a¨ritelma¨t
Planckin matalan taajuuden instrumentti (LFI) koostuu 11 syo¨tto¨torvesta, joista kukin on kyt-
ketty muuntajaan, joka jakaa syo¨tto¨torveen saapuvan sa¨hko¨magneettisen signaalin kahtia toisiin-
sa na¨hden kohtisuorassa saapuviksi lineaarisesti polarisoituneiksi komponenteiksi. Kumpikin po-
larisaatiokomponentti saapuu erikseen muuntajan toisessa pa¨a¨ssa¨ oleville kahdelle radiometrille
LFIXXM ja LFIXXS, jotka eiva¨t itsessa¨a¨n ole polarisaatioherkkia¨. Ta¨ssa¨ XX kuvaa radiomet-
rien numerointia, joka kulkee 18:sta 28:aan. Alun perin mukana olivat myo¨s numerot 1:sta¨ 17:a¨a¨n,
jotka kuuluivat 100 GHz:n torville, mutta na¨ma¨ poistettiin lopullisesta polttotason torvikonfigu-
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raatiosta. Torvet LFI27:sta¨ LFI28:aan kuuluvat Ka-kaistaan ja ne havaitsevat taivasta nimellistaa-
juuksilla 27 - 33 GHz. Na¨ita¨ torvia kutsutaan ta¨ssa¨ tutkielmassa ja virallisesti Planck-projektissa
30 GHz:ksi. Torvet LFI24:sta¨ LFI26:een ovat V-kaistalla ja na¨ita¨ vastaavat nimellistaajuudet ovat
39.6 - 48.4 GHz. Na¨ita¨ kutsutaan jatkossa 44 GHz:ksi. Torvet LFI18:sta LFI23:een ovat V-kaistalla
ja havaitsevat nimellistaajuuksilla 63 - 77 GHz. Na¨ita¨ kutsutaan jatkossa 70 GHz:ksi. Kuvassa 3.2
(a) on esitetty Planck-satelliitin polttotaso, jossa seka¨ matalan taajuuden instrumentit etta¨ kor-
kean taajuuden instrumentit (HFI) sijaitsevat.
(a) Planckin polttotaso. (b) Planckin LFI torvien pa¨a¨keilat.
Kuva 3.2: Kuvassa (a) Planckin polttotasolla sijaitsevat LFI:n (reunalla) ja HFI:n (keskella¨) syo¨t-
to¨torvet. LFI:n torvet na¨kyva¨t numeroituna. Kuvassa (b) LFI torvien pa¨a¨keilat taivaalla na¨htyna¨
suunnasta, josta havaitsija katselee kohti polttotasoa. Numerot 18 - 23 vastaavat 70 GHz:n tor-
via, numerot 24 - 26 vastaavat 44 GHz:n torvia ja 27 - 28 vastaavat 30 GHz:n torvia. Satelliitin
skannaussuunta on merkitty kuvan oikeaan laitaan. Kuvaajan koko on noin 10◦ × 10◦. Kuvien
la¨hde: [30]
Torvien tai radiometrien herkkyytta¨ mitata taivaalta saapuvaa sa¨hko¨magneettista sa¨teilya¨ –
intensiteettia¨ ja polarisaatiota – eri tulosuunnista kutsutaan spatiaaliseksi vasteeksi, keilan vas-
teeksi tai lyhyemmin keilaksi (katso kuva 3.1). Ta¨ma¨ herkkyys ilmoitetaan desibeleina¨ siten, etta¨
dB = 0 keilan keskipisteessa¨ ja laskee ta¨ta¨ suuremmilla kulmaeta¨isyyksilla¨. Tavallisesti na¨ma¨ keilat
esiteta¨a¨n usealle torvelle tai radiometrille tasoka¨yrina¨ satelliitin polttotason lepokoordinaatistossa
(katso kuvat 3.2 (b) ja 3.3), siten, etta¨ havaitsija katsoo kohti polttotasoa. Kuvan 3.2 (b) yksi-
ko¨t ovat ilmoitettu u − v koordinaateissa, jotka on Planckilla ma¨a¨ritelty u = sin θmb cosϕmb ja
v = sin θmb sinϕmb, missa¨ θmb ja ϕmb ovat referenssikoordinaatiston mukaiset pallokoordinaatit
(katso kuva 3.4). Ta¨ssa¨ referenssikoordinaatistossa ma¨a¨ritella¨a¨n suunta, jossa torvi on herkimmil-
la¨a¨n E-moodin polarisaatiolle (kopolaarinen suunta) ja B-moodin polarisaatiolle (ristipolaarinen
suunta). Muuttujien θmb ja ϕmb alaindeksi mb viittaa tietyn torven pa¨a¨keilan (engl. main beam)
koordinaatistoon ja indeksin on tarkoitus selventa¨a¨, etta¨ jokaisella keilalla on oma koordinaatis-
tonsa.
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Kuva 3.3: LFI:n molempien M ja S radiometrien pa¨a¨keilojen profiilikuvat, jotka ovat mitattu
nelja¨sta¨ Jupiterin ohituksesta. M radiometrit ovat esitetty vasemmassa kuvassa ja S radiometrit
oikeassa kuvassa. 30, 44 ja 70 GHz:n keilat ovat esitetty kuvaajissa violetilla, pinkilla¨ ja vihrea¨lla¨,
ta¨ssa¨ ja¨rjestyksessa¨. Tasa-arvoka¨yra¨t ovat 70 GHz:lla mitattu −3, −10, −20 ja −25 dB:n pa¨a¨ha¨n
keilan keskipisteesta¨, 44 ja 30 GHz:lla −3, −10 ja −20 dB:n pa¨a¨ha¨n keilan keskipisteesta¨. La¨hde:
[31].
Kuva 3.4: Referenssikoordinaatisto, jolla Planck-projektissa ma¨a¨ritella¨a¨n keilan kopolaarinen
(engl. co-polar) ja ristipolaarinen (engl. cross-polar) suunta pallokoordinaattien θmb ja ϕmb avulla.
Kuvan la¨hde: [32].
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Jotta kosmologian kannalta merkitta¨va¨ kulmatehospektri saadaan mitattua tarkasti, tulee sa-
telliitin keilojen muodot tieta¨a¨ tarkasti, silla¨ keiloista aiheutuvat efektit ovat kulmatehospekt-
rin suuri systemaattisen virheen la¨hde [33–35]. Na¨ma¨ efektit tasoittavat taivaan epa¨isotropioita
vaimentaen kulmatehospektrin korkeita multipoleja eli pienen skaalan rakenteita ja ta¨lla¨ tavoin
pyyhkiva¨t pois kosmologista informaatiota [34]. Tyypillisesti yksitta¨inen keila tulee laskea alle
−30 dB:n pa¨a¨ha¨n keilan huipusta, jotta saadaan 1% tarkkuus kulmatehospektrille [36]. Mita¨ suu-
Kuva 3.5: Esimerkki keilojen jaottelusta pa¨a¨keilaan ja sivukeiloihin 70 GHz:lla (LFI18S). Jaottelu
la¨heiseen ja kaukaiseen sivukeilaan on toki mielivaltaista, ja Planckissa ta¨ma¨ raja on vedetty 5◦
asteen pa¨a¨ha¨n pa¨a¨keilan keskipisteesta¨. Suurin eta¨isten sivukeilojen vuotola¨hde erottuu kuvan
oikeassa alalaidassa suurena piikkina¨ noin 90◦ pa¨a¨ssa¨ keilan keskipisteesta¨. La¨hde: [37].
rempi kulmaeta¨isyys keilan keskipisteesta¨ valitaan, sita¨ enemma¨n keilan herkkyys putoaa (katso
kuva 3.5). Koska keilan koko on ka¨a¨nta¨en verrannollinen taajuuteen ovat keilat pienimmilla¨a¨n (ja
erotuskyvylta¨ tarkimmillaan) korkean taajuuden instrumenteilla.
Ta¨ssa¨ tutkielmassa, kuten virallisesti Planck-satelliitin matalan taajuuden instrumentteja kos-
kevissa julkaisussa, keilat ma¨a¨ritella¨a¨n kulmaeta¨isyyksien perusteella kolmeen osaan:
Pa¨a¨keilat: Planck-satelliitin matalan taajuuden instrumenteille pa¨a¨keila on ma¨a¨ritelty ulottu-
maan 1.9◦, 1.3◦ ja 0.9◦:n pa¨a¨ha¨n keilan keskipisteesta¨ na¨ita¨ vastaavilla 30, 44 ja 70 GHz:n taajuuk-
silla. Signaalista noin 99% osuu pa¨a¨keiloihin, ja loput meneva¨t sivukeiloihin (na¨iden ma¨a¨ritelma¨
seuraa alempana). Ta¨ta¨ pa¨a¨keiloista yli meneva¨a¨ signaalia kutsutaan hajavaloksi, joka on mer-
kitta¨va¨ systemaattinen virhela¨hde. Pa¨a¨keilan muotoa voidaan matemaattisesti kuvata kentta¨na¨
taivaalla B(n,n0, ψ), joka riippuu kolmesta muuttujasta: joukosta pallokoordinaatteja n = (θ, ϕ),
jotka kuvaavat kenta¨n eri pisteiden koordinaatteja, sopivasti valitusta suunnasta n0 = (θ0, ϕ0),
joka esimerkiksi voi olla suunta, jossa keila on intensiteetilta¨a¨n suurimmillaan, ja kulmasta ψ,
joka kuvaa keilan orientaatiota n0:n suhteen. Mika¨li sivukeiloja ei huomioida, voidaan pa¨a¨kei-
lat normittaa ykko¨seen
∫
4pi dΩB(n,n0, ψ) = 1. Mielivaltainen keilan suunta B(n,n0, ψ) taivaalla
saadaan pyo¨ritta¨ma¨lla¨ ja kierta¨ma¨lla¨ keilaa referenssipisteesta¨ todelliseen keilan suuntaan n0 ja
3.1. KEILOJEN MA¨A¨RITELMA¨T 33
orientaatioon ψ. Tavallisesti referenssisuunnaksi valitaan n0 = zˆ eli suunta, joka osoittaa kartan
pohjoisnavalle ja ψ = 0. Ta¨llo¨in keila voidaan esitta¨a¨ kierto-operaattorin Dˆ avulla
B(n,n0, ψ) = Dˆ(n0, ψ)B(n, zˆ, 0), (3.1)
missa¨ Dˆ(n0, ψ) = Dˆ(ϕ0, θ0, ψ) kuvaa oikean ka¨den sa¨a¨nno¨n mukaista aktiivisen muunnoksen
kierto-operaattoria, jonka kulmamuuttujat ovat Eulerin kulmia α = ϕ0, β = θ0 ja γ = ψ [38].
B(n, zˆ, 0) kuvaa keilaa referenssiasennossa ja orientaatiossa, mista¨ voidaan tehda¨ myo¨s pallohar-
moninen kehitelma¨
B(n, zˆ, 0) =
∑
`m
b`mY`m(n), (3.2)
missa¨ b`m ovat kehitelma¨n kertoimet. Sijoittamalla nyt saatu kehitelma¨ yhta¨lo¨o¨n (3.1) ja ka¨ytta¨-
ma¨lla¨ relaatiota [39]
Dˆ(n0, ψ)Y`m(n) =
∑`
m′=−`
D`m′m(ϕ0, θ0, ψ)Y`m′(n), (3.3)
missa¨ D`m′m(ϕ0, θ0, ψ) on rotaatio-operaattorin matriisielementit (Wignerin D-funktio [38]), saa-
daan yhteys kertoimien b`m ja keilan mielivaltaisen asennon va¨lille
B(n,n0, ψ) =
∑
`m
b`m(n0, ψ)Y`m(n). (3.4)
Yhta¨lo¨sta¨ (3.4) voidaan huomata, etta¨ kertoimet b`m(n, ψ) riippuvat keilan katselusuunnasta ja
orientaatiosta
b`m(n, ψ) =
∑`
m′=−`
b`m′D
`
mm′(ϕ0, θ0, ψ). (3.5)
Edella¨ saatu esitys on siis yleinen palloharmoninen kehitelma¨ pa¨a¨keilalle. Kuitenkin, koska
Planck-satelliitin pa¨a¨keilat taivaalla kattavat vain pienen avaruuskulman kerralla (esimerkiksi 30
GHz:n suurimman keilan FWHM ≈ 33′), voidaan ta¨llo¨in keiloja approksimoida pallomaisen tai-
vaan sijaan laakealle taivaalle elliptisina¨ gaussisina keiloina [40,41].
Tarkastellaan seuraavaksi sellaista elliptista¨ gaussista pa¨a¨keilaa, joka osoittaa referenssipistee-
seen (n0 = zˆ). Ta¨ma¨n pa¨a¨keilan isoakseli on tasokoordinaateissa x-akselin suuntainen ja pik-
kuakseli y-akselin suuntainen (katso kuva 3.6 (a)). Kuvasta 3.6(a) na¨hda¨a¨n keilaa kuvaavien ta-
sokoordinaattien (x,y) ja pallokoordinaattien (θ, ϕ) va¨linen yhteys. Elliptiselle gaussiselle keilalle
referenssipisteessa¨ saadaan muoto [41]
B(n, zˆ, 0) = B(x, y) =
1
2piσxσy
e
− x2
2σ2x
− y2
2σ2y , (3.6)
missa¨ σx ja σy ovat keilan iso- ja pikkuakseli. Keilaa on Planckissa tapana kuvata na¨iden muut-
tujien sijaan keilan elliptisyyden, puoliarvoleveyksien (FWHM) geometrisen keskiarvon ja keilan
orientaation ψ avulla. Keilan elliptisyys ma¨a¨ritella¨a¨n  ≡ σx/σy,  ≥ 1, isoakselin puoliarvole-
veydeksi saadaan FWHMx =
√
8 ln 2σx, pikkuakselin puoliarvoleveydeksi saadaan FWHMy =√
8 ln 2σy ja puoliarvoleveyden geometrinen keskiarvo on FWHM =
√
8 ln 2σxσy. Tarkemmin ot-
taen Planck-projektissa ei yleensa¨ ilmoiteta keilan kiertosuuntaa ψ kartan pohjoisnavan suhteen,
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(a)
.
(b)
.
Kuva 3.6: Kuvassa (a) elliptisen gaussisen keilan muoto kartan pohjoisnavalla. Kuvan pohjoisnapa
eli z-akseli osoittaa kohti katsojaa. Ta¨ma¨ pieni osa taivasta on approksimoitu laakeaksi tasoksi, jo-
ta kuvaa (x,y)-koordinaatisto. Kuvasta na¨hda¨a¨n ellipsin isoakseli σx, joka on x-akselin suuntainen
ja pikkuakseli σy, joka on y-akselin suuntainen. Kuvan la¨hde: [42]. Kuvassa (b) geometrinen ku-
vaus keilan orientaation ψell:n ma¨a¨ritelma¨sta¨. Pa¨a¨keilan koordinaattiakselit (xy)mb ovat ma¨a¨ritelty
suunniksi, joissa pa¨a¨keila on herkka¨ polarisaatiolle. ψell ma¨a¨ritella¨a¨n ta¨llo¨in elliptisen, gaussisen
pa¨a¨keilan isoakselin ja pa¨a¨keilan koordinaatiston x-akselin va¨liseksi kulmaksi. La¨hde: [31]
(a) Planck-satelliitin ylivuodot. (b) 30 GHz:n simuloidut eta¨iset sivukeilat.
Kuva 3.7: Kuvassa (a) Planck-satelliitin pa¨a¨- ja sivuvuodon suunnat, ja pa¨a¨keilasta tulevan sa¨tei-
lyn heijastuminen peilien kautta polttotasolla oleviin detektoreihin. La¨hde: [43]. Kuva (b) esitta¨a¨
simuloituja 30 GHz:n eta¨isia¨ sivukeiloja. Pa¨a¨keila osoittaa kartassa ylo¨spa¨in, joka on ma¨a¨ritelty
pa¨a¨keilan suuntakulmaksi θ = 0. Pa¨a¨- ja sivuvuotoalueet na¨kyva¨t punaisella korostettuina taso-
ka¨yrina¨. Pa¨a¨vuotoalue on suurimmillaan noin 2 dBi ja se osoittaa noin 85◦ kulmaan pa¨a¨keilan
suuntakulmasta. Sivuvuotoalue on suurimmillaan noin -8 dBi. La¨hde: [37].
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vaan ta¨ma¨ kiertosuunta (ψell, erotuksena ψ:sta¨) ma¨a¨ra¨ytyy pa¨a¨keilan koordinaatiston (xy)mb ja
keilan isoakselin suunnan va¨liseksi kulmaksi (katso kuva 3.6 (b)).
Keilan todellinen muoto voidaan mitata, kun satelliitin na¨ko¨kentta¨ leikkaa pistela¨hteen, jol-
la on korkea signaali-kohinasuhde ja joka ei ole polarisoitunut. Planckissa LFI:n keilojen muodot
on mitattu kirkkaasta, ei-polarisoituneesta Jupiterista ja HFI:n keilat Marsista. Kun na¨ihin mit-
tauksiin tehda¨a¨n paras yhta¨lo¨n (3.4) mukainen sovite, saadaan selville pa¨a¨keilan muotoa approksi-
moivat parametrit, puoliarvoleveys, elliptisyys ja keilan orientaatio. Viralliset Planckin pa¨a¨keilaa
kuvaavat parhaimman gaussisen sovituksen parametrit on esitetty taulukossa 3.1, joita ka¨yteta¨a¨n
muutamissa ta¨ma¨n tutkielman simulaatioissa. Kuitenkin, tarkempi sovite todellisille keiloille saa-
daan keilojen GRASP-simulaatioista. GRASPilla (engl. General Reflector Antenna Software Pac-
kage) tarkoitetaan Ko¨o¨penhaminassa toimivan kaupallisen Ticra-yhtio¨n tekema¨a¨ monika¨ytto¨ista¨
koodia, jonka Multi GTD lisa¨osa osaa ja¨ljitta¨a¨ sa¨teiden tulosuunnat esimerkiksi Planck-satelliitin
kaltaiseen monimutkaiseen optiseen systeemiin. Kaikki Planck-satelliittia koskevat todenmukai-
set keilat on luotu kyseisella¨ GRASP-koodilla ja na¨ista¨ keiloista ka¨yteta¨a¨n ta¨ssa¨ tutkielmassa ja
yleensa¨ Planck-julkaisussa nimitysta¨ GRASP-keila.
Harmonisessa avaruudessa elliptisen ja gaussisen keilan palloharmonisen kehitelma¨n kertoimet
b`m ovat [44]
b`m =
[
2`+ 1
4pi
(`+ |m|)!
(`− |m|)!
] 1
2
`−|m|I|m|/2
[
`(`+ 1)σ2(− 1/)
4
]
×exp
[
−`(`+ 1)σ
2(+ 1/)
4
]
. (3.7)
Ta¨ssa¨ Iν kuvaa ensimma¨isen kertaluvun modifioitua Besselin funktiota ja σ elliptisen gaussisen
funktion isoakselin ja pikkuakselin geometrista keskiarvoa σ =
√
σxσy. Koska keilat ovat 180 asteen
suhteen kiertosymmetrisia¨, ha¨via¨va¨t ta¨llo¨in sellaiset kertoimet, joille m on pariton. Erikoistapaus
keilojen b`m-kertoimista on pyo¨rea¨ gaussinen keila ( = 1), jolle nollasta poikkeavat m:n arvot
ha¨via¨va¨t ja ja¨ljelle ja¨a¨ ne kertoimet, jolle m = 0 eli
b`0 =
[
2`+ 1
4pi
] 1
2
× exp
[
−`(`+ 1)σ
2
2
]
. (3.8)
La¨heiset sivukeilat: Vaikka la¨heisten ja eta¨isten sivukeilojen alku- ja loppuosat voidaan
ma¨a¨ritella¨ mielivaltaisesti, on la¨heiset sivukeilat sovittu Planckin keiloilla ulottumaan pa¨a¨keilas-
ta 5◦ pa¨a¨ha¨n keilan keskipisteesta¨. Kuvasta 3.5 voidaan havaita la¨heisten sivukeilojen tyypillinen
herkkyys seka¨ muoto. La¨heiset sivukeilat voivat olla merkitta¨va¨ systemaattinen virhela¨hde, kun
satelliitti skannaa taivasta la¨hella¨ Linnunradan tasoa, tai kun keila on la¨hella¨ kirkasta pistela¨hdet-
ta¨, kuten planeettaa. Niinpa¨ Planckissa la¨heisten sivukeilojen systemaattiset efektit minimoidaan
maskaamalla sopivasti seka¨ Linnunradan taso etta¨ kirkkaat pistela¨hteet [45].
Eta¨iset sivukeilat: Ta¨rkea¨ systemaattisten efektien virhela¨hde Planck-satelliitissa ovat eta¨iset
sivukeilat, jotka ovat ma¨a¨ritelty ulottumaan yksitta¨isella¨ keilalla 5◦ yli pa¨a¨keilan keskipisteesta¨.
Sen huomioiminen on kriittista¨, silla¨ sivukeiloista aiheutuva hajavalo vaikuttaa suoraan havaittuun
ikkunafunktioon ja fotometriseen kalibraatioon. Hajavalo on jakaantunut epa¨tasaisesti taivaalle,
mutta silla¨ on kaksi keskittyma¨a¨, jotka on nimetty pa¨a¨- ja sivuvuotoalueiksi. Pa¨a¨vuotoalue syn-
tyy suurimmaksi osaksi sa¨teista¨, jotka heijastuvat satelliitin sivupeilin alaosasta. Pa¨a¨vuotoalueen
intensiteetti on alle −50 dB (tai ajateltaessa detektoria isotrooppisena antennina ta¨ma¨ on noin
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2 dBi) pa¨a¨keilan intensiteetista¨ [37]. Sen suunta on yhdensuuntainen satelliitin pyo¨rimisakselin
kanssa eli pa¨a¨vuotoalue on noin 85◦ pa¨a¨ssa¨ pa¨a¨keilan katselusuunnasta. Sivuvuotoalue puolestaan
syntyy sa¨teista¨, jotka eiva¨t ole kosketuksissa ollenkaan satelliitin peileihin. Na¨iden intensiteetti on
pienempi kuin pa¨a¨vuotoalueella ja suunta on noin 20◦ pa¨a¨keilasta. Kuvassa 3.7 (a) na¨kyva¨t pa¨a¨-
ja sivuvuodon suunnat, josta hajavalo saapuu polttotason detektoreihin ja kuvassa 3.7 (b) on esi-
tetty milta¨ na¨ma¨ vuodot na¨ytta¨va¨t karttatasolla. Erityisesti 30 GHz:n taajuuskaistalla hajavalo
on ongelmallinen, koska ta¨lla¨ taajuudella diffuusit Linnunradan emissiokomponentit ovat varsin
voimakkaita muihin taajuuksiin na¨hden. Vuoden 2013 LFI:n keiloja koskevassa Planck-julkaisussa
arvioitiin koko sa¨teilykeilan tehosta noin 1% tulevan hajavalosta matalan taajuuden instrumen-
teille [31]. Pa¨a¨keilan tehoa skaalattiin ta¨llo¨in sopivalla tekija¨lla¨, jotta ta¨ma¨ puuttuva teho saatiin
normitettua oikein. Vastaavassa, vuoden 2015 Planck-julkaisussa puolestaan ka¨ytettiin pa¨a¨keilan
sijaan jo koko keilaa, jonka suhteen myo¨s normitus tehtiin [37]. Koska hajavalon ka¨ytta¨ytyminen
on eritta¨in monimutkainen suorien mittausten kannalta, joudutaan hajavaloa tutkimaan optis-
ten simulaatioiden avulla. Planckissa hajavalosta aiheutuvaa efektia¨ on korjattu kahdessa osassa:
ensin satelliitista saatu data on kalibroitu siten, etta¨ hajavalosta aiheutuva efekti on huomioitu
mukaan [46], jonka ja¨lkeen Linnunradan hajavalon malli on va¨hennetty varsinaisesta datasta ja
hajavalosta ja¨ljelle ja¨a¨va¨a¨ osaa on ka¨sitelty kohinana [37]. Varsinainen hajavalon signaali on ar-
vioitu taivaan emissiola¨hteista¨ muodostetun mallin avulla seka¨ eta¨isten sivukeilojen mallista, joka
pohjautuu GRASP-keiloihin ja radiometrien keilojen muotoihin.
Na¨iden kolmen keilatyypin lisa¨ksi keiloille on olemassa Planckissa seuraavat ta¨rkea¨t ma¨a¨ritel-
ma¨t:
Optinen keila: Ta¨ma¨ ma¨a¨ritella¨a¨n teleskoopin syo¨tto¨torven optisena vasteena, joka on riippuma-
ton yksitta¨isen radiometrin vasteesta ja satelliitin liikkeesta¨ (pyo¨rimisesta¨ ja skannausstrategiasta).
Optinen keila edustaa siten ta¨ysin puhdasta ikkunafunktiota (ikkunafunktioista lisa¨a¨ alempana).
Optisten keilojen ominaisuudet saadaan pa¨a¨keiloille arvioitua Maassa tehdyilla¨ mittauksilla var-
mistettujen optisten simulaatioiden kautta.
Havaintokeila: Ta¨ma¨ keila saadaan suoraan Planck-satelliitilla tehdyista¨ planeettahavaintoja
koskevista mittauksista, ja se poikkeaa optisesta keilasta siten, etta¨ se huomioi seka¨ yksitta¨isen
radiometrin vasteen etta¨ satelliitin liikkeen. Satelliittin liike venytta¨a¨ keilaa satelliittin skannaus-
suunnassa ja ta¨ma¨n seurauksena havaintokeilalla on optista keilaa hieman suurempi elliptisyys,
avaruuskulma ja kulmaresoluutio.
Efektiivinen keila: Ta¨ma¨ keila ma¨a¨ritella¨a¨n karttatasossa. Se saadaan jokaiselle kartan pikselille
laskettua erikseen laskemalla keskiarvo niiden havaintokeilojen yli, joiden keskipiste on osunut ky-
seiseen pikseliin, kun satelliitin skannausstrategia ja keilan orientaatio otetaan huomioon. Niinpa¨
yhdella¨ radiometrilla on vain yksi havaintokeila ja optinen keila, mutta efektiivisia¨ keiloja on yh-
ta¨ monta kuin kartassa on pikseleita¨. Efektiivisen keilan konvoluutio signaalin kanssa saa aikaan
havaitun taivaan kartan. Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ efektiivia¨ keiloja kuvaavat ikkunafunktiot kuvaavat
todellisten ja havaittujen kulmatehospektrien va¨lisia¨ eroja [31].
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Beam FWHM Ellipticity  ψell
(arcmin) (degrees)
70 GHz
18M 13.40 ± 0.02 1.235 ± 0.004 85.74 ± 0.41
18S 13.46 ± 0.02 1.278 ± 0.004 86.41 ± 0.33
19M 13.14 ± 0.02 1.249 ± 0.003 78.82 ± 0.35
19S 13.09 ± 0.02 1.281 ± 0.002 79.15 ± 0.30
20M 12.83 ± 0.02 1.270 ± 0.003 71.59 ± 0.32
20S 12.83 ± 0.02 1.289 ± 0.004 72.69 ± 0.31
21M 12.75 ± 0.02 1.280 ± 0.003 107.99 ± 0.27
21S 12.86 ± 0.02 1.294 ± 0.003 106.96 ± 0.29
22M 12.92 ± 0.02 1.264 ± 0.003 101.87 ± 0.30
22S 12.99 ± 0.02 1.279 ± 0.003 101.61 ± 0.30
23M 13.32 ± 0.02 1.235 ± 0.004 93.53 ± 0.40
23S 13.33 ± 0.02 1.279 ± 0.004 93.49 ± 0.36
44 GHz
24M 23.18 ± 0.05 1.388 ± 0.005 89.82 ± 0.33
24S 23.03 ± 0.04 1.344 ± 0.003 89.97 ± 0.34
25M 30.02 ± 0.07 1.191 ± 0.005 115.95 ± 0.75
25S 30.79 ± 0.07 1.188 ± 0.005 117.70 ± 0.74
26M 30.13 ± 0.08 1.191 ± 0.006 61.89 ± 0.84
26S 30.52 ± 0.08 1.189 ± 0.006 61.53 ± 0.77
30 GHz
27M 32.96 ± 0.06 1.364 ± 0.005 101.20 ± 0.34
27S 33.16 ± 0.07 1.379 ± 0.005 101.29 ± 0.34
28M 33.17 ± 0.07 1.366 ± 0.006 78.17 ± 0.36
28S 33.12 ± 0.07 1.367 ± 0.005 78.47 ± 0.33
Taulukko 3.1: Ta¨rkeimma¨t havaintokeilaa kuvaavat parametrit ±1σ epa¨varmuudella ilmoitettuna.
La¨hde: [37]
Kuva 3.8: Planckin viralliset CMB Monte Carlo –simulaatioilla lasketut la¨mpo¨tilan skalaari-
ikkunafunktiot 30, 44 ja 70 GHz:n pa¨a¨keiloille. Lisa¨ksi kuvassa on esitetty 70 GHz:n torvipareille
LFI18-23, LFI19-22 ja LFI20-21 la¨mpo¨tilan skalaari-ikkunafunktiot pa¨a¨keiloille. Na¨ma¨ ikkuna-
funktiot on laskettu 102:sta realisaatiosta ka¨ytta¨ma¨lla¨ pa¨a¨keiloina virallisia vuoden 2013 Planckin
havaintokeiloja [31].
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3.2 Keilojen skalaari-ikkunafunktiot
Kuten jo edella¨ mainittiin, keilojen profiilit vaimentavat eniten todellisen kulmatehospektrin pie-
nimpia¨ kokoskaaloja, mutta myo¨s na¨ma¨ skaalat sisa¨lta¨va¨t kosmologisesti merkitta¨va¨a¨ informaatio-
ta. Keilojen vaikutus halutaan siis poistaa havaituista kulmatehospektreista¨. Koska kulmatehos-
pektrit on ma¨a¨ritelty harmonisessa avaruudessa, on myo¨s ka¨yta¨nno¨llista¨ kuvata keilojen profiileja
ta¨ssa¨ avaruudessa.
Harmonisessa avaruudessa detektorien mittausherkkyytta¨ kutsutaan keilan siirtofunktioksi
tai ikkunafunktioksi. Ta¨ssa¨ tutkielmassa on tarkoitus erottaa tavallinen ikkunafunktio (skalaari-
ikkunafunktio) matriisi-ikkunafunktiosta, joten, ellei toisin mainita, termilla¨ ikkunafunktio tar-
koitetaan nimenomaan skalaari-ikkunafunktiota.
Instrumentin havaittu signaali T˜ (n0, ψ) tietylla¨ katselusuunnalla n0 ja keilan orientaatiolla ψ
on konvoluutio a¨a¨rellisen kulmaresoluution omaavan keilan B(n,n0, ψ) ja varsinaisen signaalin
T (n0) va¨lilla¨
T˜ (n0, ψ) =
∫
4pi
dΩnB(n,n0, ψ)
∗T (n0), (3.9)
missa¨ * tarkoittaa kompleksikonjugaattia. Harmonisessa avaruudessa ta¨ma¨ vastaa matalakaista-
suodatinta ja ta¨ssa¨ avaruudessa yhta¨lo¨ (3.9) voidaan kirjoittaa muodossa 1
T˜ (n0, ψ) =
∑
`m
b∗`m(n0, ψ)a`m. (3.10)
Yhta¨lo¨ista¨ (3.10), (2.47),(2.52), (2.53) ja ehdosta, jonka mukaan a`m-kertoimet ovat toisistaan riip-
pumattomia (
〈
a`ma
∗
`′m′
〉
= C`δmm′δ``′) seuraa, etta¨ harmonisessa avaruudessa ja ta¨ydella¨ taivaan
peitolla keilojen aiheuttamat efektit havaittuun kulmatehospektriin voidaan kirjoittaa muotoon
W scal` =
〈
Cˆ`
〉
/C`, (3.11)
missa¨ W scal` on keilan skalaari-ikkunafunktio, joka sisa¨lta¨a¨ keilojen aiheuttamat efektit ja 〈〉 on
odotusarvo, joka on laskettu taivaan eri realisaatioiden yli. Ka¨yta¨nno¨ssa¨ ta¨ma¨ odotusarvo laske-
taan CMB Monte Carlo –simulaatioilla, jota ka¨yda¨a¨n tarkemmin la¨pi luvussa 5.1. Kaavan (3.11)
ikkunafunktiot ovat tarkkoja ainoastaan la¨mpo¨tilan ja E-moodin autokorrelaatioille. B-moodille,
ta¨ma¨n ristikorrelaatioille ja la¨mpo¨tilan ja E-moodin ristikorrelaatiolle skalaari-ikkunafunktiot ei-
va¨t ole tarkkoja, koska na¨iden kulmatehospektrit kulkevat tietyilla¨ multipoleilla nollan la¨hella¨.
Kuvassa 3.8 on havainnollisuuden vuoksi esitetty CMB Monte Carlo –simulaatioilla lasketut
la¨mpo¨tilan skalaari-ikkunafunktiot pa¨a¨keiloille seka¨ kaikilla kolmella LFI:n taajuudella etta¨ 70
GHz:n torvipareilla. Seuraavassa luvussa on esitetty myo¨s kuva simuloidusta E-moodin skalaari-
ikkunafunktiosta.
Todellinen taivaan kulmatehospektri C˜` saadaan selville, kun satelliitin havaitsema kulmate-
hospektri Cˆ` jaetaan skalaari-ikkunafunktiolla eli
C˜` = (W
scal
` )
−1Cˆ`. (3.12)
1Voidaan osoittaa, etta¨ mika¨li kahden taivaalla olevan kenta¨n F (n) ja G(n) palloharmoniset kertoimet ovat f`m
ja g`m, niin ta¨llo¨in pa¨tee
∫
4pi
dΩnF
∗(n)G(n) =
∑
`m f
∗
`mg`m.
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Todellisuudessa taivaan peitto ei ole koskaan la¨hes ta¨ydellinen, silla¨ ne alueet, joita etualan sa¨teily,
kuten linnunradan taso ja kirkkaat pistela¨hteet, dominoi peiteta¨a¨n kartta-avaruudessa maskilla,
jolloin yhta¨lo¨ (3.11) ei ena¨a¨ pa¨de. Ta¨ma¨n sijaan maskattujen karttojen havaituille kulmatehos-
pektreille ka¨yteta¨a¨n arviota
Cˆ` =
∑
`′
M``′W`′C˜`′ , (3.13)
missa¨ kytkenta¨matriisi M``′ sisa¨lta¨a¨ geometrisen multipolista toiseen kytkenna¨n, joka syntyy mas-
katusta taivaasta. Voidaan kuitenkin osoittaa [31], etta¨ ero ta¨yden taivaan ja maskatun taivaan
ikkunafunktioiden va¨lilla¨ on marginaalisen pieni verrattuna ikkunafunktioiden virheiden verhoka¨y-
ra¨a¨n. Ta¨sta¨ syysta¨ maskatun taivaan skalaari-ikkunafunktiot voidaan edelleen arvioida yhta¨lo¨sta¨
(3.11).
3.3 Matriisi-ikkunafunktiot
Ta¨ssa¨ osassa esitella¨a¨n mita¨ matriisi-ikkunafunktiot ovat, miten ne ma¨a¨ritella¨a¨n ja mihin niita¨ tar-
vitaan. Na¨ihin tullaan palaamaan takaisin luvussa 5.1, jossa matriisi-ikkunafunktioita validoidaan
ja tarkastellaan la¨hemmin simulaatioiden avulla.
Vuoden 2015 matalan taajuuden instrumenttien keiloja koskevassa Planck-julkaisussa [37] tuli
esille skalaari-ikkunafunktioita koskeva ongelma – la¨mpo¨tilasignaalia vuotaa polarisaatioon. Efek-
tia¨ on havainnoillistettu tekema¨lla¨ kolme 70 GHz:n torviparin 18/23 puhdasta taustasa¨teilya¨ si-
sa¨lta¨va¨a¨ simulaatiota (kuva 3.9, vasen kuvaaja), jotka poikkeavat toisistaan vain erilaisilla havain-
tokeiloilla: yksi on toteutettu pyo¨reilla¨ gaussisilla keiloilla, toinen elliptisilla¨ gaussisilla keiloilla ja
kolmas todenmukaisilla GRASP-keiloilla. Koska na¨ma¨ kolme simulaatioita sisa¨lsiva¨t vain tausta-
sa¨teilyn signaalia, kuvaajassa 3.9 na¨kyva¨t efektit eiva¨t ta¨llo¨in johdu lainkaan etualan sa¨teilysta¨.
La¨mpo¨tilavuoto polarisaatioon (T → E vuoto) ja skalaari-ikkunafunktioiden riippuvuus ka¨y-
tetysta¨ kulmatehospektrin mallista on pa¨a¨telty siita¨, etta¨ ikkunafunktioissa 3.9 havaittavat hei-
lahtelut, jotka na¨kyva¨t vain simulaatioissa, joissa on ka¨ytetty todenmukaisia tai elliptisia¨ keiloja,
osuvat niille `:n arvoille, jotka sijaitsevat la¨mpo¨tilan kulmatehospektrin akustisten piikkien kohdil-
la. Koska pyo¨reilla¨ gaussisilla keiloilla ta¨ta¨ efektia¨ ei havaita, voidaan ta¨sta¨ pa¨a¨tella¨, etta¨ T → E
vuoto johtuu siita¨, miten satelliitin skannausstrategia ja havaintokeilan muoto kytkeytyva¨t toi-
siinsa. Kuvan 3.9 oikeanpuoleisesta kuvaajasta na¨hda¨a¨n, etta¨ suurinta vuotoa aiheuttaa keilan
elliptisyys, erityisesti suurilla `:n arvoilla (luokkaa 900), jossa vuodon osuus on suurimmillaan
noin 15 %. Koska myo¨s todenmukaiset keilat ovat muodoltaan elliptisia¨, on ilmeista¨, etta¨ myo¨s
todenmukaisten keilojen skalaari-ikkunafunktioissa na¨kyy suuri T → E vuoto.
Skannausstrategian ja keilojen muodon kytkenna¨n lisa¨ksi skalaari-ikkunafunktiot riippuvat li-
sa¨ksi oletetusta kulmatehospektrin muodosta. Ikkunafunktion haluttaisiin kuitenkin olevan tai-
vaalta tulevasta signaalista riippumaton suure, joka kuvaa vain instrumenttien ja skannausstrate-
gian vaikutuksia havaintoihin.
Signaalivuoto ei rajoitu skalaari-ikkunafunktioilla pelka¨sta¨a¨n la¨mpo¨tilasta E-moodi polarisaa-
tioon, vaan yhta¨lailla la¨mpo¨tilasignaalia vuotaa myo¨s B-moodi polarisaatioon ja pa¨invastoin po-
larisaatiota voi vuotaa la¨mpo¨tilaan. Ta¨sta¨ eteenpa¨in mita¨ tahansa vuotoa komponentista toiseen
tullaan kutsumaan T − P vuodoksi.
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Kuva 3.9: Vasen kuvaaja: E-moodi polarisaation skalaari-ikkunafunktioiden vertailua erilaisilla
pa¨a¨keilan muodoilla.
Sininen ka¨yra¨: Simuloiduista GRASP-keiloista laskettu ikkunafunktio.
Punainen ka¨yra¨: Pyo¨reilla¨ gaussisilla keiloilla ja GRASP-keilojen puoliarvoleveyksilla¨ laskettu ik-
kunafunktio.
Vihrea¨ ka¨yra¨: Elliptisilla¨ gaussisilla keiloilla ja GRASP-keiloja kuvaavilla keilojen parametreilla
laskettu ikkunafunktio.
Oikea kuvaaja: Eri muotoisten E-moodi polarisaation skalaari-ikkunafunktioiden suhdekuvaaja
prosenteissa.
Sininen ka¨yra¨: GRASP-keiloista lasketun ikkunafunktion ja pyo¨reista¨ gaussisista keiloista laske-
tun ikkunafunktion suhde.
Vihrea¨ ka¨yra¨: Elliptisista¨ keiloista lasketun ikkunafunktion ja pyo¨reista¨ gaussisista keiloista las-
ketun ikkunafunktion suhde. La¨hde: [37].
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Jotta T − P vuodosta aiheutuva efekti saadaan eroteltua ikkunafunktioista, joiden avulla tai-
vaansignaali rekonstruoidaan, voidaan harmonisessa avaruudessa ma¨a¨ritella¨ matriisi-ikkunafunktio.
Ta¨ma¨ matriisi-ikkunafunktio on kehitetty Helsingin yliopiston Planck-ryhma¨n yhteistyo¨na¨ uuden-
laiseksi ikkunafunktioiden malliksi, jonka teoreettisen osuuden laati akatemiatutkija Elina Keiha¨-
nen. Ta¨ssa¨ yhteydessa¨ on selkeyden vuoksi ta¨rkea¨a¨ lyhyesti eritella¨ kolme toisistaan poikkeavaa
kulmatehospektria¨:
Teoreettinen kulmatehospektri C`: Teoreettinen kulmatehospektri ma¨a¨riteltiin jo aiemmin
luvussa 2.5.2.
Havaittu kulmatehospektri Cˆ`: Satelliitin tai vastaavan instrumentin havaitsema taivaan kul-
matehospektri, jossa on mukana instrumentin skannausstrategiasta ja optiikasta aiheutuvat efek-
tit, joita ikkunafunktiot efektiivisesti kuvaavat. Ta¨ssa¨ tutkielmassa havaitulle kulmatehospektrille
ka¨yteta¨a¨n yla¨puolisena tarkkeena sirkumfleksia¨ (ˆ).
Taivaan kulmatehospektri C˜`: Taivaan kulmatehospektrissa¨ ei ole mukana instrumenteista tai
skannausstrategiasta aiheutuvia efekteja¨. Ta¨ssa¨ tutkielmassa taivaan kulmatehospektrille ka¨yte-
ta¨a¨n yla¨puolisena tarkkeena tildea¨ (˜) erotuksena muista kulmatehospektreista¨. Havaittu kulmate-
hospektri eroaa taivaan kulmatehospektrista¨ vain kulmatehospektria¨ kertovalla ikkunafunktiolla.
2
Matriisi-ikkunafunktio voidaan ma¨a¨ritella¨ la¨htema¨lla¨ liikkeelle kahdesta oletuksesta: 1) las-
kettaessa palloharmonisten kertoimien a`m tuloja, eri multipolit eiva¨t sekoitu keskena¨a¨n, mutta
saman multipolin eri a`m:t voivat sekoittua - jokaista havaittua aˆ`m:a¨a¨ vastaa saman multipolin
taivaan a˜`m′ , mutta m
′ ja m voivat poiketa toisistaan – ja 2) havaitut aˆ`m-kertoimet kytkeytyva¨t
lineaarisesti taivaan a˜`m-kertoimiin seuraavasti
aˆX`m =
∑
m′X′
Kmm
′
`XX′ a˜
X′
`m′ , (3.14)
missa¨ X = T,E,B, ja Kmm
′
`XX′ kuvaa (kompleksista) kytkenta¨matriisia, joka kytkee lineaarisesti
eri m:n arvot, ja T :n E:n ja B:n toisiinsa. Sijoittamalla taivaan a˜`m-kertoimet kaavasta (3.14)
havaitun kulmatehospektrin ma¨a¨ritelma¨a¨n, seuraa
CˆXY` ≡
1
2`+ 1
∑
m
aˆX`maˆ
Y ∗
`m
=
1
2`+ 1
∑
m
∑
m′X′
∑
m′′Y ′
Kmm
′
`XX′K
mm′′∗
`Y Y ′ a˜
X′
`m′ a˜
Y ′∗
`m′′ ,
(3.15)
missa¨ Y = T,E,B. Kaava (3.15) kertoo, miten yksitta¨inen havaittu kulmatehospektri Cˆ` riippuu
yksitta¨isen taivaan a˜`m-kertoimista, mutta koska ta¨ma¨ halutaan kytkea¨ kaavan teoreettiseen kul-
matehospektriin CX
′Y ′
` , joka riippuu suuresta joukosta taivaan kulmatehospektreja¨ (C` =
〈
C˜`
〉
),
2Itse asiassa luvun 2.5.2 yhteydessa¨ mainittu havaittu kulmatehospektri on ta¨ssa¨ taivaan kulmatehospektri,
mutta seka¨ Cˆ` etta¨ C˜` voidaan ma¨a¨ritella¨ kaavasta 2.52.
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lasketaan odotusarvo kaavan (3.15) yli. Ta¨llo¨in saadaan〈
CˆXY`
〉
=
1
2`+ 1
∑
m
∑
m′X′
∑
m′′Y ′
Kmm
′
`XX′K
mm′′∗
`Y Y ′
〈
a˜X
′
`m′ a˜
Y ′∗
`m′′
〉
=
1
2`+ 1
∑
mm′′
∑
X′Y ′
Kmm
′
`XX′K
mm′′∗
`Y Y ′ C
X′Y ′
`
=
∑
X′Y ′
WXY`X′Y ′C
X′Y ′
` ,
(3.16)
missa¨ matriisi-ikkunafunktio on ma¨a¨ritelty WXY`X′Y ′ =
∑
mm′′ K
mm′
`XX′K
mm′′∗
`Y Y ′ . Lisa¨ksi on oletettu,
etta¨ taivaan palloharmonisten funktioiden vakiokertoimet a˜`m ovat toisistaan riippumattomia sa-
tunnaismuuttujia eli
〈
a˜X
′
`m′ a˜
Y ′∗
`m′′
〉
= CX
′Y ′
` δm′m′′ , missa¨ δm′m′′ on Kroneckerin delta. Ylla¨esitetysta¨
kaavasta (3.16) na¨hda¨a¨n, etta¨ myo¨s havaitut kulmatehospektrit riippuvat lineaarisesti taivaan
kulmatehospektreista¨, eli havaituille komponentin u kulmatehospektreille Cˆu` pa¨tee relaatio
Cˆu` =
∑
u′
W uu
′
` C
u′
` , (3.17)
missa¨ u, u′ = TT,EE,BB, TE, TB,EB. Ta¨ssa¨ tutkielmassa ka¨yteta¨a¨n todellisiin havaintoihin pe-
rustuvaa oletusta, jonka mukaan maailmankaikkeutemme syntyi gaussisista satunnaisprosesseista.
Ta¨llo¨in taustasa¨teilyn signaalissa ei oleteta esiintyva¨n TB ja EB va¨lisia¨ korrelaatioita, mutta koska
mallin oletetaan toimivan myo¨s etualan sa¨teilylle, joka voi sisa¨lta¨a¨ kyseisia¨ korrelaatioita, otetaan
ta¨ydellisyyden vuoksi kaikki kuusi termia¨ huomioon.
Matriisimuodossa kaava (3.17) voidaan kirjoittaa
Cˆ` = W`C`, (3.18)
missa¨ Cˆ` ja C` ovat 6× 1 vektoreita ja W` on 6× 6 matriisi, joka aukikirjoitettuna on
W` =

W TT,TT` W
TT,EE
` W
TT,BB
` W
TT,TE
` W
TT,TB
` W
TT,EB
`
WEE,TT` W
EE,EE
` W
EE,BB
` W
EE,TE
` W
EE,TB
` W
EE,EB
`
WBB,TT` W
BB,EE
` W
BB,BB
` W
BB,TE
` W
BB,TB
` W
BB,EB
`
W TE,TT` W
TE,EE
` W
TE,BB
` W
TE,TE
` W
TE,TB
` W
TE,EB
`
W TB,TT` W
TB,EE
` W
TB,BB
` W
TB,TE
` W
TB,TB
` W
TB,EB
`
WEB,TT` W
EB,EE
` W
EB,BB
` W
EB,TE
` W
EB,TB
` W
EB,EB
`

, (3.19)
missa¨ diagonaalilla sijaitsevat vuotokorjatut TT, EE, BB, TE, TB ja EB ikkunafunktiot ja ei-
diagonaalilla vuotoelementit. Matriisin indeksit kertovat, mista¨ komponentista signaalia vuotaa
mihin, esimerkiksi W TT,EE` kuvaa vuotoa EE:sta¨ TT:hen.
3.4 Pikseli-ikkunafunktiot
Taustasa¨teilyn la¨mpo¨tilakartassa jokaista pikselia¨ vastaa tietty la¨mpo¨tila, joka on pikselin pinta-
alan yli lasketun todellisen la¨mpo¨tilakenta¨n keskiarvo. Samanlainen kenta¨n keskiarvoistaminen
pa¨tee myo¨s taustasa¨teilyn polarisaatiokartoille. Siispa¨, yksitta¨inen pikseli toimii, analogisesti kei-
lan tapaan, ikkunana, joka tasoittaa varsinaista la¨mpo¨tilan tai polarisaation kentta¨a¨. Kuten kei-
lojen profiilit, myo¨s pikselit voidaan esitta¨a¨ harmonisessa avaruudessa ikkunafunktiona. Kuvassa
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(a) La¨mpo¨tilan ja polarisaation pikseli-
ikkunafunktiot, kun Nside=1024.
(b) La¨mpo¨tilan ja polarisaation pikseli-
ikkunafunktioiden erotus, kun Nside=1024.
Kuva 3.10: Kuvassa (a) on esitetty ta¨ssa¨ tutkielmassa ka¨ytetyt la¨mpo¨tilan ja polarisaation pikseli-
ikkunafunktiot kuvattuna ` = 1700 asti. Kuvassa (b) on esitetty na¨iden erotus. Koska ta¨ma¨ erotus
on suuruusluokkaa 10−8, na¨kyva¨t kuvan (a) kaksi ka¨yra¨a¨ pa¨a¨llekka¨in.
3.10 (a) na¨kyva¨t ta¨ssa¨ tutkielmassa ka¨ytetyt la¨mpo¨tilan ja polarisaation pikseli-ikkunafunktiot
esitettyna¨ ` = 2000 asti ja kuvassa 3.10 (b) on esitetty na¨iden erotus.
Pikseli-ikkunafunktiot halutaan poistaa havaituista kulmatehospektreista¨, silla¨ ne tasoittavat
todellisia kulmatehospektreja¨. Oletetaan jatkossa, etta¨ yksitta¨isen pikselin pinta-ala on Ωpix ja
merkita¨a¨n kartassa olevien pikseleiden ma¨a¨ra¨a¨Npix. Ta¨llo¨in pikselo¨ity signaali f(p) voidaan esitta¨a¨
varsinaisen signaalin yli laskettuna keskiarvona pikselissa¨ p ∈ [0, Npix − 1] seuraavasti [47]
f(p) =
∫
dnwp(n)f(n), (3.20)
missa¨ n = (θ, ϕ) kuvaa joukkoa pallokoordinaatteja, jotka kattavat pikselin p pinta-alan. Pikselin
painokerroin wp on pikselin sisa¨lla¨ wp(n) = 1/Ωpix ja ta¨ma¨n ulkopuolella nolla, jolloin
∫
dnwp(n) =
1. Kehitta¨ma¨lla¨ ylempi yhta¨lo¨ erikseen la¨mpo¨tilan ja polarisaation multipoliekspansioiksi tiettyyn
`max arvoon asti, saadaan pikselo¨idyn signaalin multipoliekspansioiksi
T (p) =
`max∑
`=0
∑
m
aT`mw
T
`m(p),
E(p) =
`max∑
`=2
∑
m
aE`mw
E
`m(p),
B(p) =
`max∑
`=2
∑
m
aB`mw
B
`m(p),
(3.21)
missa¨
wX`m =
∫
dnwp(n)
XY`m(n) (3.22)
on pikselin p painokertoimen palloharmoninen muunnos ja X = T,E,B. Tarkemmin ottaen
w`m:ien oletetaan olevan polarisaation suhteen identtisia¨ eli w
P
` ≡ wE`m = wB`m. Yhta¨lo¨n (3.22) pik-
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seleiden painokertoimien wX`m ka¨sittely eksaktisti ta¨ssa¨ tutkielmassa ka¨ytetyssa¨ kartan HEALPix-
pikselisaatiossa on laskennallisesti eritta¨in raskasta, joten painokertoimen ka¨sittelyn yksinkertais-
tamista tarvitaan. Mika¨li pikselin koko on pieni suhteessa keilojen kokoon, voidaan pikselin sisa¨i-
nen rakenne unohtaa ja olettaa, etta¨
wX`m(p) = w
X
` (p)Y`m(p), (3.23)
missa¨ wX` (p) on ikkunafunktio, joka on laskettu indeksin m keskiarvon yli
wX` (p) =
(
4pi
2`+ 1
∑`
m=−`
|wX`m(p)|2
)1/2
, (3.24)
joka on riippumaton pikselin sijainnista taivaan kartassa. Varsinainen (efektiivinen) pikseli-ikkuna-
funktio wX` ma¨a¨ritella¨a¨n w
X
` (p):n nelio¨llisena¨ keskiarvona
wX` ≡
 1
Npix
Npix−1∑
p=0
(wX` (p))
2
1/2 . (3.25)
Edella¨ kuvatuista yhta¨lo¨ista¨ (2.45), (2.52), (2.62), (3.20) ja (3.21) seuraa, etta¨ pikselo¨idyn ja
pikselo¨ima¨tto¨ma¨n signaalin havaitulle kulmatehospektreille pa¨tee
CˆXY` (unpix) =
1
wX` w
Y
`
CˆXY` (pix), (3.26)
missa¨X,Y = T,E. Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ pikseli-ikkunafunktion vaikutus keilojen skalaari- ja matriisi-
ikkunafunktioihin on skalaari-ikkunafunktioille muotoa
WXY` (unpix) =
1
wX` w
Y
`
WXY` (pix), (3.27)
missa¨ X = Y = T,E ja matriisi-ikkunafunktioille muotoa
W uu
′
` (unpix) =
1
wX` w
Y
`
W uu
′
` (pix), (3.28)
missa¨ u, u′ = TT ,EE,BB,TE,TB,EB. Yhta¨lo¨n (3.28) pikseli-ikkunafunktioiden indeksit X ja Y
ma¨a¨ra¨ytyva¨t u:n mukaan. Jos u = TT , niin X = Y = T , jos u = EE,BB, niin X = Y = P tai
jos u = TE, TB,EB, niin X = T , Y = P . Yhta¨lo¨iden (3.27) ja (3.28) W`(unpix) ikkunafunktiot
ovat nyt riippumattomia kartan pikselisaatiosta, joten ne soveltuvat ka¨ytetta¨va¨ksi esimerkiksi eri
resoluutioisten karttojen kulmatehospektrien arvioimiseen.
Tavallisesti kartanteko toteutetaan resoluutioparametrin arvolla Nside = 1024 (kartanteosta
lisa¨a¨ luvussa 4), mutta pikseli-ikkunafunktiot on laskettu tarkasti yhta¨lo¨ista¨ (3.24) ja (3.25) vain
tapauksille Nside ≤ 128. Kun Nside > 128, on pikseli-ikkunafunktioiden tarkka laskeminen jokai-
selle `:n arvolle laskentaresurssien kannalta liian kallista. Ta¨llo¨in la¨mpo¨tilan pikseli-ikkunafunktio
on ekstrapoloitu tapauksesta Nside = 128 olettamalla, etta¨ multipolit ` skaalautuvat, kuten laatik-
komaisen pikseli-ikkunafunktion `:t. Polarisaation pikseli-ikkunafunktio oletetaan verrannolliseksi
la¨mpo¨tilan pikseli-ikkunafunktioon siten, etta¨ verrannollisuuskerroin ma¨a¨ra¨ytyy matalien multi-
polien w`:n tarkasta laskennasta.
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3.5 Havaitun signaalin mallintaminen - signaalin ja keilojen kon-
voluutio
Koska minka¨ tahansa instrumentin, kuten silma¨n, kameran tai Planckin torven tai detektorin,
havaitsema signaali on aina konvoluutio instrumentista aiheutuvien efektien ja todellisen signaalin
va¨lilla¨, ta¨ytyy havaitun signaalin mallintamiseksi taivaiden a`m-kertoimet konvoloida satelliitin
havaintokeiloilla. Kuten jo luvussa 3.2 mainittiin, konvoluutio keilan ja signaalin va¨lille voidaan
kirjoittaa muodossa
T˜ (n0, ψ) =
∑
`m
b∗`m(n0, ψ)a`m. (3.29)
Yhdista¨ma¨lla¨ ylempa¨a¨n yhta¨lo¨o¨n yhta¨lo¨ (3.5), saadaan
T˜ (n0, ψ) =
`max∑
`=0
∑`
mm′=−`
b∗`m′a`mD
`∗
mm′(n0, ψ), (3.30)
missa¨ b`m kuvaa keilan palloharmonisia kertoimia referenssisuunnassa ja -orientaatiossa. Ta¨ssa¨ on
myo¨s oletettu seka¨ keilan etta¨ taivaan olevan kaistarajoitettuja johonkin korkeaan `max. Ka¨ytta¨-
ma¨lla¨ seka¨ Wignerin D-funktioiden ma¨a¨ritelma¨a¨
D`mm′(ϕ0, θ0, ψ) = e
−imϕ0d`mm′(θ0)e
−im′ψ (3.31)
etta¨ relaatiota
D`mm′(ϕ0, θ0, ψ) =
∑`
m′′=−`
d`mm′(pi/2)d
`
m′′m′(pi/2)e
−i(mϕ0+m′′θ0+m′ψ), (3.32)
voidaan havaittu la¨mpo¨tila T˜ (ϕ0, θ0, ψ) ilmaista harmonisessa avaruudessa muodossa
T˜ (ϕ0, θ0, ψ) =
`max∑
m,m′′,m′=−`max
Tmm′′m′e
i(mϕ0+m′′θ0+m′ψ). (3.33)
Ta¨ssa¨ d`mm′ kuvaa redusoituja Wignerin matriiseja ja Tmm′′m′ on havaitun la¨mpo¨tilakenta¨n
T˜ (ϕ0, θ0, ψ) palloharmoninen esitys
Tmm′′m′ =
`max∑
`=0
b∗`m′a`md
`
mm′′(pi/2)d
`
m′′m′(pi/2). (3.34)
Mika¨li keila on vain hieman epa¨symmetrinen, voidaan myo¨s m:n arvot rajoittaa sopivalle va¨lille
(−mmax,mmax), kunhan mmax  `max.
Valitsemalla sopiva mmax ja tarpeeksi suuri `max, voidaan kaavojen (3.33) ja (3.34) avulla ra-
kentaa jokaiselle detektorille ja Stokesin parametrille I, Q ja U interpolaatiotaulukko, joka kuvaa
detektorin havaittua intensiteettia¨ tai polarisaatiota kaikilla keilan eri suunnilla (θ, ϕ) ja orientaa-
tioilla ψ. Ta¨ma¨n taulukon tiheysva¨li on sita¨ tihea¨mpi, mita¨ suurempia `max ja mmax ovat. Kun
detektorien katselusuunnat tiedeta¨a¨n eri taivaan pisteissa¨, voidaan valita sopivan kertaluvun po-
lynomifunktio, joka sovitetaan kulkemaan detektorin katselusuunnan koordinaattipisteiden ja na¨i-
den pisteiden la¨hiympa¨risto¨ssa¨ olevien interpolaatiotaulukon pisteiden kautta (katso kuva 3.11).
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Kuva 3.11: Yksitta¨isen detektorin interpolaatiotaulukko keilan erilaisilla asennoilla n0 = (θ0, ϕ0)
ja orientaatioilla ψ. Ka¨yra¨, joka kulkee taulukon halki kuvaa detektorin varsinaista skannausreit-
tia¨. Kuvan siniset ruksit ovat niita¨ taulukon arvoja (Stokesin parametreja I,Q,U), joiden kautta
skannausreittia¨ kuvaava polynomifunktio on sovitettu kulkemaan.
Sovituksen intensiteetit ja polarisaatiot ovat viela¨ ta¨ssa¨ vaiheessa ajasta riippumattomia. Kun
ta¨ha¨n yhdisteta¨a¨n tieto satelliitin skannausstrategiasta, eli milloin kukin detektori on katsellut
tiettyyn taivaan koordinaatin suuntaan, voidaan simuloida detektoreilla havaittua intensiteettia¨
ja polarisaatioita ajan funktiona. Ta¨ma¨ on tapana esitta¨a¨ aikaja¨rjestettyna¨ datana (TOD), joka
voidaan projisoida erikseen la¨mpo¨tilan ja polarisaation taivaankartoiksi.
Luku 4
Kartanteko aikaja¨rjestetysta¨ datasta
Planck-satelliitin skannatessa taivasta sen detektoreihin saapuvat erilaisilla energioilla eteneva¨t
fotonit, jotka satelliitti mittaa ja¨nnite-eroina nollatasosta. Niinpa¨ jokaiselle taivaan pisteelle on
olemassa kyseisesta¨ pisteesta¨ havaittu ja¨nnite. Satelliitin raakadata, joka on vastaanotettu Maa-
han, onkin vain ja¨nnite ajan funktiona, jota kutsutaan myo¨s aikaja¨rjestetyksi dataksi (engl. Time
Ordered Data, TOD). Jotta ta¨sta¨ raakadatasta, joka koostuu seka¨ signaalista etta¨ detektorien
kohinasta, saadaan irti kosmologian kannalta oleellista informaatiota, kalibroidaan se seka¨ Aurin-
kokunnan etta¨ satelliitin liikkeesta¨ aiheutuvan Doppler-efektin avulla, mika¨ projisoituna kartaksi
muodostaa dipolirakenteen, josta on kerrottu enemma¨n luvussa 2.5.1. Kuitenkin, koska dipolilla
kalibroidun datan ma¨a¨ra¨ on Planck-satelliitilla valtava, jokaista Planckin detektoria kohden noin
1010 na¨ytetta¨ vuodessa [3], on ta¨ma¨ data saatava kompressoitua sen ja¨lkika¨sittelya¨ varten tavalla,
joka ha¨vitta¨a¨ mahdollisimman va¨ha¨n informaatiota. Niinpa¨ kartanteko on ja¨rkeva¨ esitystapa raa-
kadatalle, silla¨ se kompressoi datan, oikein tehtyna¨ sa¨ilytta¨a¨ mahdollisimman paljon kosmologista
informaatiota datasta, ja lisa¨ksi visualisoi sen. Ongelmaa, milla¨ tavoin data, ja erityisesti kohina,
tulisi kompressoida karttatasolla kutsutaan kartanteko-ongelmaksi, jota ka¨sitella¨a¨n seuraavaksi.
4.1 Kartanteko-ongelma
Oletetaan, etta¨ aikaja¨rjestetty data voidaan esitta¨a¨ vektorina y, joka riippuu lineaarisesti taivaan
signaalista s ja instrumenttikohinasta n
y = s + n. (4.1)
Signaalivektori voidaan kirjoittaa muotoon
s = Pm, (4.2)
missa¨ vektori m kuvaa pikselo¨itya¨ taivaan karttaa, joka koostuu Npix tai 3Npix ma¨a¨ra¨sta¨ pikselei-
ta¨ riippuen siita¨, esiteta¨a¨nko¨ kartta pelkka¨na¨ la¨mpo¨tilan vai la¨mpo¨tilan ja polarisaation karttana.
Taivaan signaali voidaan siis esitta¨a¨ vektorina, joka sisa¨lta¨a¨ diskreetin ma¨a¨ra¨n toisistaan poik-
keavia arvoja, ja ta¨ma¨ ma¨a¨ra¨ vastaa kartan pikseleita¨. Signaalilla on olemassa oma vakioarvo
jokaisessa pikselissa¨, mika¨ puolestaan viittaa siihen, etta¨ kartan pikseleiden on oltava tarpeeksi
pienia¨ suhteessa detektorin keilan eli instrumenttikeilan kokoon, jotta ta¨ma¨ oletus on voimassa.
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Planck-projektissa kartat on tapana esitta¨a¨ HEALPix-pikselisaatiossa [47] resoluutioparametrin
Nside avulla, jonka yhteys kartassa olevien pikseleiden ma¨a¨ra¨a¨n on Npix = 12N
2
side. Myo¨s ta¨ma¨n
tutkielman kartat ovat esitetty kyseisessa¨ pikselisaatiossa.
La¨mpo¨tilakartalle jokaista pikselin arvoa vastaa oma Stokesin parametri I seka¨ polarisaatio-
kartoille Q etta¨ U. Ottamalla kartanteossa polarisaatio huomioon, voidaan na¨ytteen i havaittu
signaali si kirjoittaa muodossa
si = Ii +Qi cos(2ψi) + Ui sin(2ψi), (4.3)
missa¨ ψi on suunta, jossa detektorit ovat herkkia¨ polarisaatiolle. Ta¨ma¨ suunta vaihtelee seka¨
satelliitin sen hetkisen orientaation etta¨ polttotasossa olevien detektorien orientaation mukaan.
Kertoimet 1, cos(2ψi), sin(2ψi) muodostavat kaavan 4.2 pointing-matriisin, P. Se esitta¨a¨ satelliitin
skannausstrategiaa ja siten kytkee signaalina¨ytteeseen si tulevan signaalin taivaan pikselista¨ pi.
Mika¨li polarisaatiota ei huomioida (kosini- ja sinitermit kaavassa 4.3 ha¨via¨va¨t), ei pointing-matriisi
sisa¨lla¨ tietoa polarisaatioherkkyyden asennosta. Yhta¨lo¨sta¨ 4.3 na¨hda¨a¨n, etta¨ pointing-matriisin P
on oltava eritta¨in harva. Jokainen matriisin rivi sisa¨lta¨a¨ joko yhden tai kolme nollasta poikkeavaa
arvoa riippuen siita¨ halutaanko detektorin polarisaatio huomioida.
Ylla¨ esitetyt oletukset viittaavat siihen, ettei kartanteossa korjata instumenttikeilaa dekonvo-
luutiolla. Symmetrisen keilan tapauksessa kartta tulee ta¨llo¨in tasoitettua (smoothattua) kyseisen
keilan koolla. Epa¨symmetrisella¨ keilalla puolestaan kartan efektiivinen tasoittaminen riippuu kei-
lan asennosta. Kartan tasoittaminen tietyssa¨ pisteessa¨ riippuu detektorien orientaatiosta, jossa ne
ovat ohittaneet kyseisen pisteen taivaalla. Mika¨li detektori on ka¨ynyt la¨pi kaikki taivaan pisteet
tasaisesti jakautuen ja kaikilla keilan orientaatioilla, silloin kartan efektiivinen tasoitus palautuu
symmetrisen keilan tapaukseen. Mika¨a¨n detektori Planckin epa¨homogeenisella skannausstrategial-
la ei kuitenkaan ka¨y la¨pi kaikkia keilan orientaatioita.
Tarkastellaan seuraavaksi kaavan 4.1 kohinatermia¨. Kartanteossa ta¨ma¨n tilastolliset ominai-
suudet aikatasossa oletetaan tunnetuiksi. Sopivasta kohinamallista kohinalle voidaan siis luoda
joukko kohinakarttoja, joista kohinan tilastolliset ominaisuudet voidaan karttatasossa laskea. Ta¨s-
ta¨ eteenpa¨in oletetaan kohina gaussiseksi, jonka odotusarvo on nolla ja kovarianssi N
〈n〉 = 0,〈
nnT
〉
= N,
(4.4)
missa¨ 〈·〉 esitta¨a¨ odotusarvoa eri kohinarealisaatioiden yli. Tavallisesti kohinan tilastolliset ominai-
suudet oletetaan ajan suhteen stationaarisiksi. Stationaarisuuden vuoksi kohina voidaan esitta¨a¨
korrelaatiofunktiona aikatasossa tai vaihtoehtoisesti tehospektrina¨ taajuustasossa.
Kartanteon ideana on siis antaa mahdollisimman tarkka estimaatti kartasta operoimalla jollain
sopivalla lineaarisella operaattorilla L datavektoriin y eli mˆ = Ly. Optimaalisesti kartan ratkaise-
minen voidaan esitta¨a¨ suurimman uskottavuuden estimaatin mˆ avulla, joka saadaan ratkaisemalla
seuraava yleinen pienimma¨n nelio¨summan yhta¨lo¨ [48]
mˆ = (PTN−1P)−1PTN−1y. (4.5)
Lineaarinen operaattori L on ta¨ssa¨ tapauksessa (PTN−1P)−1PTN−1. Sellaisille valtavan suurille
resoluutiokartoilla, joita Planck-satelliitin datasta voidaan tehda¨, on operaattorin L laskeminen
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la¨hes mahdotonta. Ka¨yta¨nno¨ssa¨ kuitenkin iteratiivisilla menetelmilla¨ yhta¨lo¨ 4.5 on laskettavis-
sa. Varsinainen Planckin matalan taajuuden instrumenttien kartanteko on toteutettu Helsingin
yliopistolla kehitetylla¨ iteratiivisella Madam-koodilla (engl. Map-making through Destriping for
Anisotropy Measurements), joka laskee TOD:sta kartat destriping-menetelma¨lla¨. Koska Madamia
ka¨yteta¨a¨n myo¨s ta¨ma¨n tutkielman simuloitujen karttojen rakentamiseen, kuvaillaan seuraavaksi
ta¨ta¨ Madamissa ka¨ytettya¨ menetelma¨a¨.
4.2 Kartan ratkaiseminen destriping-menetelma¨lla¨
Destriping [49–55] on approksimatiivinen menetelma¨, jolla voidaan nopeasti ratkaista kartta si-
ten, etta¨ yhta¨lo¨ 4.5 on laskennallisesti kevyt ja ratkaisu on riitta¨va¨n la¨hella¨ ta¨ydellisesti lasketun
kartan ratkaisua. Destriping-menetelma¨ssa¨ yhta¨lo¨n 4.1 kohinaosa jaetaan korreloituun kohinakom-
ponenttiin nc ja valkoiseen kohinaan nw
n = nc + nw, (4.6)
missa¨ korreloidun kohinan ( 1/f -kohinan ) osa voidaan esitta¨a¨ sopivissa vakiopa¨tkissa¨. Aikaja¨rjes-
tetylle datalle ta¨ma¨ voidaan tehda¨ jakamalla data nb osaan yhta¨ pitkia¨ pa¨tkia¨ nbase eli n = nbnbase,
missa¨ n kuvaa vektorin nc pituutta. Jokaiselle osalle ma¨a¨ritella¨a¨n vakiopoikkeama, josta kartan-
teossa ka¨yteta¨a¨n nimitysta¨ baseline. Na¨ma¨ vakiopoikkeamat mallintavat siten matalan taajuuden
korreloidun kohinan, joka halutaan poistaa varsinaisista kartoista. Korreloidulle kohinalle voidaan
siten kirjoittaa esitys
nc = Fa, (4.7)
missa¨ vektori a sisa¨lta¨a¨ tuntemattomat vakiopoikkeaman amplitudit ja nb×nbase kokoinen matriisi
F kertoo, mihin kohtaan kukin amplitudi TOD:sta¨ kuuluu. Kuvassa 4.1 on esitetty viiden minuutin
pituinen pa¨tka¨ simuloitua taustasa¨teilyn TOD:ta¨, jonka korreloituun kohinaan on sovitettu eri
pituisia vakiopoikkeamia.
Olettamalla korreloitu kohina ja valkoinen kohina toisistaan riippumattomaksi, voidaan koko-
naiskohinakovarianssimatriisi kirjoittaa muotoon
N =
〈
nnT
〉
= FNaF
T + Nn, (4.8)
missa¨ Nn =
〈
nwn
T
w
〉
on valkoisen kohinan kovarianssimatriisi ja Na =
〈
aaT
〉
on amplitudien kova-
rianssimatriisi. Koska tavallisesti valkoisen kohinan kovarianssimatriisi tunnetaan, ja¨a¨ tehta¨va¨ksi
ratkaista vain tuntemattomat amplitudit a. Amplitudeja kuvaava matriisi Na voidaan kuiten-
kin esitietona, priorina, olettaa myo¨s tunnetuksi, mika¨li kohinaspektri tunnetaan. Ta¨llo¨in Na:ta
kutsutaan kohinaprioriksi.
Kohinapriori asettaa ylima¨a¨ra¨isen rajoitteen, joka sallii destriping-menetelma¨n laajentamisen
eritta¨in lyhyille vakiopoikkeamille. Kohinapriori voidaan rakentaa tunnettujen kohinaparamet-
rien, polvitaajuuden, kohinaspektrin kaltevuuden ja valkoisen kohinan varianssin avulla [48], mut-
ta, koska ta¨ma¨ tutkielma keskittyy puhtaan signaalin simulaatioihin, na¨iden yksityiskohtaisempi
kuvaileminen on ta¨ma¨n tutkielman ulkopuolella. Aiheesta kiinnostunut voi lukea instrumenttiko-
hinan mallintamisesta taustasa¨teilyanalyysissa¨ esimerkiksi vuonna 2014 julkaistusta Lindholmin
tutkielmasta [56].
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Kuva 4.1: Simuloitu viiden minuutin pa¨tka¨ aikaja¨rjestettya¨ dataa. Simuloitu korreloitu 1/f kohina
on esitetty kuvassa vihrea¨lla¨, johon on sovitettu yhden minuutin (mustalla), 10 sekunnin (pinkilla¨)
ja 0.625 sekunnin (sinisella¨) pituiset vakiopoikkeamat. Pystysuorat katkoviivat rajaavat satelliitin
yhden minuutin pituisen skannausperiodin alun ja lopun. Varsinainen signaalin TOD on kuvassa
punaisella ka¨yra¨lla¨. Korkeat piikit signaalissa syntyva¨t, kun satelliitti skannaa Linnunradan tason.
La¨hde: [48].
Ylla¨ kuvattujen oletusten mukaan, paras estimaatti vakiopoikkeamien vektorille aˆ voidaan nyt
ratkaista lineaarisena yhta¨lo¨ryhma¨na¨ [57]
(FTN−1w ZF + N
−1
a )aˆ = F
TN−1w Zy, (4.9)
missa¨
Z = I−P(PTN−1w P)−1PTN−1n . (4.10)
Ta¨ssa¨ I esitta¨a¨ yksikko¨matriisia ja Nn on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalielementteina¨ ovat
valkoisen kohinan varianssit σ2t . Yhta¨lo¨n (4.9) vakiopoikkeaman amplitudit voidaan ratkaista
numeerisesti. Yksi ratkaisutapa on Madam-koodissakin ka¨ytetty konjugaattigradienttimenetel-
ma¨ [58], silla¨ yhta¨lo¨n (4.9) suluissa oleva matriisi ta¨ytta¨a¨ menetelma¨n ehdot – se on symmetri-
nen, reaaliarvoinen ja positiividefiniitti. Varsinainen suurimman uskottavuuden raidoista poistettu
kartta (engl. destriped map) mˆ saadaan nyt yhta¨lo¨sta¨ (4.5), kun datasta y poistetaan korreloidun
kohinan paras estimaatti nˆc = Faˆ:
mˆ = (PTN−1w P)
−1PTN−1w (y− Faˆ). (4.11)
Katsotaan tarkemmin miten kaavan (4.11) eri operaatiot vaikuttavat datavektoriin y ja unohde-
taan ta¨ssa¨ kohtaa vektori Faˆ. Operaatiosta PTN−1w saadaan (kohinainen) summakartta P
TN−1w y,
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jossa jokaista Stokesin parametria esitta¨a¨ tiettyyn pikseliin p osuneiden havaintojen summa
Ip =
∑
i∈p
1
σ2i
yi,
Qp =
∑
i∈p
1
σ2i
cos(2ψi)yi,
Up =
∑
i∈p
1
σ2i
sin(2ψi)yi.
(4.12)
Ta¨ssa¨ σ2i esitta¨a¨ tietyn instrumentin valkoisen kohinan varianssia, joka tavallisesti voidaan olete-
taan yksitta¨isen detektorin osalta stationaariseksi eli σ2i = σ
2. Summakartat eiva¨t itsessa¨a¨n ole
kovinkaan ja¨rkevia¨, silla¨ jokaisessa summakartan pikselissa¨ on summa kyseiseen pikseliin osuneis-
ta havainnoista. Ja¨rkeva¨mpi mittari on siten kyseisten pikseleiden yli laskettu keskiarvo. Ta¨ma¨
keskiarvokartta saadaan laskettua operoimalla summakarttaa operaattorilla (PTN−1w P)−1, joka
sisa¨lta¨a¨ informaation montako havaintoa on tietyssa¨ pikselissa¨. Keskiarvokartasta ka¨yteta¨a¨n myo¨s
nimitysta¨ binnattu kartta, joka nyt saadaan kaavasta
mˆ = (PTN−1w P)
−1PTN−1w y. (4.13)
Varsinainen mittausdata sisa¨lta¨a¨ taustasa¨teilysignaalin ja kohinan lisa¨ksi etualan sa¨teilya¨. Ta¨-
ma¨ sa¨teily tulee pa¨a¨asiassa Linnunradan synkrotronisa¨teilysta¨, free-free sa¨teilysta¨, Linnunradassa
olevan po¨lyn infrapunasa¨teilysta¨, ja pienempi osuus tulee muiden galaksien sa¨teilysta¨ seka¨ kosmi-
sesta infrapunasa¨teilysta¨. Koska ta¨ma¨ etualan sa¨teilyn tehospektri eroaa joko la¨mpo¨tilansa puo-
lesta taustasa¨teilysta¨ tai se ei ole mustan kappaleen sa¨teilya¨, voidaan karttatasolla etualan sa¨teily
erottaa taustasa¨teilysta¨, kun taivasta havaitaan usealla taajuuskanavalla yhta¨ aikaa. Na¨iden sa¨tei-
lykomponenttien erottelumenetelma¨ kartta-avaruudessa on ta¨ma¨n tutkielman ulkopuolella, mut-
ta aiheesta kiinnostunut voi tutustua sa¨teilyla¨hteiden erottelumenetelmista¨ keskittyva¨a¨n vuonna
2010 julkaistuun Sirvio¨n tutkielmaan [59], jonka aiheena on taustasa¨teilyn analysoiminen.
Tiivistettyna¨, mika¨li kartoissa oletetaan olevan korreloitua kohinaa, saadaan kohinaa va¨hen-
nettya¨ tehokkaasti poistamalla raidat kartasta eli ratkaisemalla kaava (4.11). Toisaalta, mika¨li
kartoissa ei oleteta olevan korreloitua kohinaa, kuten pelkka¨a¨ signaalia sisa¨lta¨vissa¨ simulaatiokar-
toissa, on tavallisempaa ratkaista binnattu kartta eli kaava (4.13). Raidoista poistettu kartta ja
binnattu kartta eiva¨t kuitenkaan ta¨llo¨in eroa merkitta¨va¨sti toisistaan. Koska ta¨ma¨n tutkielman
matriisi-ikkunafunktiot ovat laskettu puhtaan taustasa¨teilyn signaalisimulaatioista, ovat na¨iden
simulaatioiden karttoina ka¨ytetty binnattuja taustasa¨teilyn karttoja. Kuvassa 4.2 on esitetty ha-
vainnollisuuden vuoksi raidoista poistettu taustasa¨teilyn kartta ja binnattu taustasa¨teilyn kartta,
jotka on saatu puhtaan taustasa¨teilysignaalin simulaatioista.
Luvussa 3 esitetyt keilojen muodot va¨a¨rista¨va¨t taustasa¨teilykarttoja ja saavat na¨in aikaan
signaalivuotoa la¨mpo¨tilan ja polarisaation karttojen va¨lille. Jotta ta¨sta¨ vuodosta pa¨a¨sta¨a¨n eroon,
voidaan keiloista aiheutuvat efektit poistaa joko dekonvoloimalla kartat karttatasossa tai harmoni-
sessa avaruudessa (matriisi-)ikkunafunktioilla. Taustasa¨teilyanalyysin kannalta ja¨lkimma¨inen tapa
on suositeltavampi, silla¨ kartan suora dekonvoloiminen vaikuttaa monimutkaisella tavalla kartassa
olevan kohinan ka¨ytta¨ytymiseen.
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(a) Simuloitu taustasa¨teilyn kartta, joka on saatu suoraan raakadatasta.
(b) Simuloitu, raidoista poistettu kartta.
Kuva 4.2: Kuvassa (a) suoraan kartaksi tehty sovitus simuloidusta raakadatasta. Kuvassa na¨-
kyy selva¨ raitamainen rakenne, mika¨ huonontaa taustasa¨teilyn kulmatehospektrin ma¨a¨ritta¨mista¨
kartasta. Kuvassa (b) on esitetty samasta simulaatiosta tehty raidoista poistettu kartta. Kuvat:
Anna-Stiina Suur-Uski.
Luku 5
Matriisi-ikkunafunktion simulaatiot
Luvussa 4 ka¨siteltiin, miten satelliitin mittaamasta (tai simuloidusta) aikaja¨rjestetysta¨ datasta
saadaan la¨mpo¨tilan ja polarisaation taivaankarttoja. Na¨ma¨ taivaankartat sisa¨lta¨va¨t taustasa¨tei-
lyn la¨mpo¨tilan ja polarisaation signaalin, jolle voidaan kehitta¨a¨ harmonisessa avaruudessa multi-
poliekspansio, kuten luvussa 2.5.1 on esitetty. Ta¨ma¨n ekspansion a`m-kertoimista voidaan laskea
havaittu kulmatehospektri, jossa satelliitin keilojen vaikutukset ovat mukana. Na¨ma¨ vaikutukset,
jotka harmonisessa avaruudessa on sisa¨llytetty keilojen ikkunafunktioihin, tulisi saada poistettua,
jotta taivaan kulmatehospektri saadaan selville. Keilojen ikkunafunktioita ei kuitenkaan voida
Planckin kaltaiselle monimutkaiselle optiselle ja¨rjestelma¨lle selvitta¨a¨ tarkasti analyyttisesti, joten
taustasa¨teilyn simulaatioita tarvitaan niiden ratkaisemiseksi. Ta¨ssa¨ yhteydessa¨ voitaisiin simulaa-
tioilla selvitta¨a¨ luvussa 3.2 esitetyt skalaari-ikkunafunktiot. Na¨ma¨ kuitenkin sisa¨lta¨va¨t ei-toivottua
signaalivuotoa eri komponenttien va¨lilla¨, joka olisi ta¨rkea¨a¨ saada eristettya¨ omiksi komponenteik-
seen. Ta¨ma¨ voidaan toteuttaa luvussa 3.3 esitetyilla¨ matriisi-ikkunafunktioilla, joiden matriisie-
lementit saadaan arvioitua CMB Monte Carlo –simulaatioilla. Yhteensa¨ ta¨ma¨n tutkielman simu-
laatiot kuluttivat noin 560 000 CPUh ja ne ajettiin 1728 ytimella¨ CSC:n Sisu Cray-XC30:lla¨.
5.1 CMB Monte Carlo –simulaatiot
Kuten luvussa 2.5.2 jo kerrottiin, teoreettinen kulmatehospektri C` ma¨a¨ritella¨a¨n odotusarvona yli
suuren ma¨a¨ra¨n satunnaisprosessissa syntyneiden a`m-kertoimien joukkoja, mutta todellisuudessa
voimme havaita vain yhden joukon na¨ista¨ kertoimista – oman havaittavan maailmankaikkeutem-
me a`m-kertoimet. Ka¨yta¨nno¨ssa¨ minka¨ tahansa taustasa¨teilyn epa¨isotropioita kartoittavan satel-
liitin, kuten Planckin, datasta analysoidaan oman maailmankaikkeutemme a`m-kertoimet, sita¨
suuremmille multipolin ` arvoille selvitettyna¨, mita¨ herkempi mittalaite on taustasa¨teilyn epa¨i-
sotropioita mitannut. Na¨ista¨ kertoimista voidaan laskea kaavan (2.52) avulla taivaan la¨mpo¨tilan
ja polarisaation kulmatehospektrit. Jotta taivaan kulmatehospektreista¨ saadaan selville matriisi-
ikkunafunktion elementit, voidaan hyo¨dynta¨a¨ CMB Monte Carlo –simulaatioita.
CMB Monte Carlo –simulaatioissa teoreettisen kulmatehospektrin ympa¨rilta¨ satunnaisotan-
nalla generoidaan joukkoja a`m-kertoimia, joista kukin joukko vastaa yksitta¨ista¨ taivaan realisaa-
tiota, ja ta¨ten kullakin realisaatiolla on myo¨s sille ominainen taivaan kulmatehospektri C˜`. Na¨in
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tehtyna¨ annettu teoreettinen kulmatehospektri toimii spektrien yli laskettuna odotusarvona, eli
C` = 〈C˜`〉. (5.1)
Kaavassa (5.1) olevat taivaan realisaatioiden kulmatehospektrit, C˜`:t, vastaavat sellaisia kulma-
tehospektreja¨, joissa satelliitin skannausstrategian ja keilojen va¨lisia¨ vaikutuksia ei ole muka-
na. Havaittua signaalia voidaan simuloida tekema¨lla¨ luvussa 3.5 esitetylla¨ tavalla signaalin a`m-
kertoimille ja keilan a`m-kertoimille konvoluutiot jokaiselle Stokesin parametrille erikseen ja kir-
joittamalla na¨ma¨ kolmisarakkeiseksi interpolaatiotaulukoksi. Kun satelliitin detektorien polttota-
son geometria ja satelliitin skannausstrategia ovat tiedossa, voidaan interpolaatiotaulukon avulla
selvitta¨a¨ simuloidut havaitut intensiteetit ja polarisaatiot satelliitin skannausreitilla¨ ajan funk-
tiona, mika¨ voidaan esitta¨a¨ aikaja¨rjestettyna¨ datana eli TOD:na. Na¨ma¨ TOD:t voidaan projisoi-
da, luvussa 4 esitetylla¨ tavalla, taivaankartoiksi. Taivaankartoista voidaan sitten laskea kullekin
taivaalle ominainen havaittu kulmatehospektri Cˆ`, josta keilojen vaikutus tulee poistaa jakamal-
la havaittu kulmatehospektri skalaari-ikkunafunktiolla (tai kertomalla se ka¨a¨nteisella¨ matriisi-
ikkunafunktiolla), jotta varsinainen rekonstruoitu kulmatehospektri C˜`(reco) saadaan esiin.
Ka¨yta¨nno¨ssa¨ ikkunafunktiot poikkeavat hieman eri realisaatioiden va¨lilla¨, koska ne riippuvat
eri realisaatioiden taivaan kulmatehospektreista¨. Matriisi-ikkunafunktioista saadaan luotettavam-
pia tuloksia, kun tehda¨a¨n simulaatioita, joissa on suuri joukko realisaatioita. Ta¨ssa¨ luvussa esitetyt
matriisi-ikkunafunktiosimulaatioiden validoinnit on toteutettu 25 realisaatiolla (taivaan realisaa-
tioilla 0000-0024) ja simulaatiot, joissa on erikseen tutkittu eri elementtien ka¨ytta¨ytymista¨ on
tehty yhdella¨ taivaan realisaatiolla laskentaresurssien sa¨a¨sta¨miseksi. Ta¨ssa¨ tutkielmassa simuloitu
signaali on konvoloitu erikseen kolmella eri keilalla (pa¨a¨keilalla, la¨heisilla¨ ja eta¨isilla¨ sivukeiloilla)
jokaiselle kolmelle LFI:n taajuudelle. Taulukossa 5.1 na¨kyy konvoluutiossa ja interpolaatiossa ka¨y-
tetyt parametrit. Parametri conv lmax kuvaa suurinta multipolia `, johon asti havaittua signaalia
mallinnetaan ja mallinnuksen tarkkuus heikkenee la¨hella¨ ta¨ta¨ multipolia. Tarkkuutta voidaan pa-
rantaa kasvattamalla parametreja lmax out ja interpol order, joista ensimma¨isella¨ parametrilla
sa¨a¨della¨a¨n interpolaatiotaulukon spatiaalista tarkkuutta haluttuun `max,out ≥ `max asti laajenta-
malla taulukkoa lopusta ylima¨a¨ra¨isilla¨ nollilla (engl. zero-padding) ennen Fourier-muunnosta ja
ja¨lkimma¨isella¨ parametrilla pa¨a¨teta¨a¨n interpolaatiotaulukkoon sovitetun polynomifunktion kerta-
luku. Parametrilla beammmax sa¨a¨della¨a¨n mallinnettavan atsimuuttisuuntaisen rakenteen tarkkuut-
ta.
Ta¨ssa¨ tutkielmassa tehdyt simuloidut taivaankartat on tehty erikseen pa¨a¨keilojen, pa¨a¨keilojen
ja la¨heisten sivukeilojen yhdistelma¨n ja koko keilan TOD:eille Madam-koodilla. Madamia varten
on ka¨ytetty samoja parametriasetuksia kuin mita¨ on ka¨ytetty Planckin todellisille taivaankartoil-
le, mitka¨ lo¨ytyva¨t vuoden 2015 LFI:n kartantekoa ka¨sitteleva¨sta¨ Planck-julkaisusta [57]. Ta¨lla¨
tavoin on saatu kaikille kolmelle LFI:n taajuudelle koko Planck-mission (4,5 vuoden) kattavat
taivaankartat HEALPix-resoluutiolla Nside = 1024, joista on laskettu havaitut kulmatehospektrit
Cˆ`.
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Pa¨a¨keila La¨heiset sivukeilat Eta¨iset sivukeilat
parametri 30&44 GHz 70 GHz 30&44 GHz 70 GHz 30&44 GHz 70 GHz
conv_lmax 2048 2048 1000 1500 180 180
lmax_out 4096 4096 2000 3000 360 360
beammmax 9 9 18 18 180 180
interpol_order 5 9 5 5 5 5
Taulukko 5.1: Simulaatioissa ka¨ytetyt konvoluution ja interpolaation parametrit eri keilan osille.
5.2 Matriisi-ikkunafunktion elementtien arvioiminen
Siirryta¨a¨n seuraavaksi tarkastelemaan matriisi-ikkunafunktion elementtien arvioimista CMB Mon-
te Carlo –simulaatioilla. Havaittujen kulmatehospektrien autokorrelaatioista voidaan matriisi-
ikkunafunktion elementit arvioida kaavalla
W uu
′
` =
1
wX` w
Y
`
〈
Cˆu`
〉
〈
C˜u
′
`
〉 , (5.2)
missa¨ 〈〉 kuvaa odotusarvoa CMB Monte Carlo –realisaatioiden yli ja u = TT , EE, BB, TE,
TB, EB, u′ = TT,EE,BB, X,Y = T, P ja w` on luvussa 3.4 esitelty, ja Nside = 1024 asti las-
kettu, pikseli-ikkunafunktio. Kaavassa (5.2) olisi todenmukaisempaa jakaa havaittujen kulmate-
hospektrien odotusarvot simulaatioon syo¨tetylla¨ kulmatehospektrin mallilla C`(model). Kuitenkin
tilastollisesti ta¨ma¨nkaltainen formalismi pa¨tee vain valtavan suurelle joukolle realisaatioita. Kaa-
va (5.2) ei sellaisenaan pa¨de taivaan signaalin ristikorrelaatioiden kulmatehospektreille ja selitys
ta¨ha¨n annetaan alla.
Simulaatio-ongelma kulmatehospektrien ristikorrelaatioissa: Simulaatioiden kannal-
ta pienehko¨n ongelman muodostaa kulmatehospektrien ristikorrelaatiot, silla¨ TE-ristikorrelaation
kulmatehospektri voi tietyilla¨ multipoleilla ka¨yda¨ nollassa. Ta¨llo¨in na¨illa¨ multipoleilla matriisi-
ikkunafunktio olisi huonosti ma¨a¨ritelty – kaavan (5.2) nimitta¨ja¨ssa¨ olisi nolla.
Ratkaisu ongelmaan on ka¨ytta¨a¨ simulaatioissa todenmukaisten kulmatehospektrien sijaan nol-
lasta poikkeavia vakiospektreja¨ ristikorrelaatioille, silla¨ keskima¨a¨rin matriisi-ikkunafunktio ei ma¨a¨-
ritelma¨nsa¨ mukaan riipu simulaatioon syo¨tetysta¨ spektrista¨. Kuten luvussa 2.5.2 mainittiin, on tai-
vaan kulmatehospektrien ka¨yra¨t tapana kertoa tekija¨lla¨
`(`+ 1)
2pi
. Ta¨llo¨in simulaatioiden kannalta
on ka¨teva¨mpa¨a¨ ma¨a¨ritella¨ suoraan
Du` =
`(`+ 1)
2pi
C˜u` = vakio, (5.3)
missa¨ u = TT,EE,BB, TE, TB,EB. Ta¨ma¨n tutkielman matriisi-ikkunafunktion simulaatioihin
valittiin kulmatehospektriksin malliksi DTT,EE,BB` = 1000 ja DTE,TB,EB` = 500, jotta ristikorre-
laatioiden osuus olisi puolet niita¨ vastaavista autokorrelaatioista. Taivaan kulmatehospektrit C˜u`
on ta¨ssa¨ laskettu multipolista ` = 2 multipoliin ` = 2048 asti. Ta¨ssa¨ olisi toki voinut olla toi-
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senlainenkin ristikorrelaation osuus, koska kuten edella¨ mainittiin, matriisi-ikkunafunktiot eiva¨t
keskima¨a¨rin riipu syo¨tetysta¨ signaalista.
Kun edella¨ esitetty simulaatio-ongelma on saatu kierrettya¨, voidaan seuraavaksi yhta¨lo¨n (5.3)
kulmatehospektrin ympa¨rilta¨ satunnaisgeneroida joukko aT`m, a
E
`m ja a
B
`m -kertoimia, jolloin nollas-
ta poikkeavat DTE,TB,EB` :t synnytta¨va¨t korrelaatioita a`m-kertoimien va¨lille. Na¨ma¨ voidaan kir-
joittaa kolmisarakkeiseksi taulukoksi. Yksitta¨inen matriisielementti W uu
′
` voidaan rakentaa kol-
mella erillisella¨ simulaatiolla, joissa aina yksi taulukon sarake, aT`m, a
E
`m tai a
B
`m, on asetettu nol-
lasta poikkeavaksi ja kaksi muuta saraketta nollaksi. Ta¨lla¨ tavoin saadaan simuloitua kolmella
erillisella¨ simulaatiolla niin kutsuttuja T-, E- ja B-karttoja. Ta¨ssa¨ T-kartta ei tarkoita, etta¨ kar-
tassa olisi puhdasta la¨mpo¨tilan signaalia, vaan se on saatu simulaatiosta, jossa vain aT`m-kertoimet
ovat olleet nollasta poikkeavia. Ta¨ten T-kartta sisa¨lta¨a¨ juuri E-moodista ja B-moodista tulleen
vuodon la¨mpo¨tilaan.
Ristikorrelaatioita varten ei tarvitse tehda¨ erillisia¨ simulaatioita, silla¨ kahden eri komponent-
tikartan summakartan kulmatehospekrista¨ voidaan laskea muihin komponentteihin tuleva kont-
ribuutio. Esimerkiksi T-kartan ja E-kartan summakartan (T+E kartan) havaituista kulmatehos-
pektrista¨ saadaan laskettua TE-kontribuutio komponentteihin TT, EE, BB, TB, ja EB. Ristikor-
relaatioiden kulmatehospektreja¨ laskettaessa on tosin huomattava, etta¨ koska kaksi komponent-
tikarttaa ovat keskena¨a¨n korreloituneita, ta¨ytyy summakartan havaituista kulmatehospektrista¨
va¨henta¨a¨ viela¨ yksitta¨isten karttojen havaitut kulmatehospektrit. Kaavana ta¨ma¨ voidaan esitta¨a¨
Cˆ`
u
(XY → u) = Cˆu` (XY summap)− Cˆu` (X-only)− Cˆu` (Y-only), (5.4)
missa¨ Cˆ`
u
(XY → u) on ristikorrelaatiosta (XY = TE, TB,EB) tuleva vuoto komponentille
u ja Cˆu` (summap) on summakartasta laskettu havaittu kulmatehospektri. Lisa¨ksi Cˆ
u
` (X-only) ja
Cˆu` (Y-only), (X 6= Y ;X,Y = T,E,B) ovat vain tiettya¨ signaalikomponenttia sisa¨lta¨vista¨ kartoista
lasketut havaitut kulmatehospektrit. Esimerkiksi, mika¨li simulaatioon olisi syo¨tetty DTE` = 0,
olisi ta¨llo¨in yhta¨lo¨n (5.4) vasen puoli ollut nolla, eli TE:lla¨ olisi ollut nollakontribuutio muihin
komponentteihin. Kaavan (5.4) avulla voimme arvioida matriisi-ikkunafunktion TE-kontribuutiot
ja jakamalla na¨ma¨ yhta¨lo¨n (3.28) mukaisesti pikseli-ikkunafunktioilla, saamme:
W u,XY` =
1
wU` w
V
`
〈
Cˆu` (XY summap)− Cˆu` (X-only)− Cˆu` (Y-only)
〉
〈
C˜XY`
〉 , (5.5)
missa¨ w` on pikseli-ikkunafunktio, U, V = T, P . Kuvassa 5.1 (liitteen kuvassa A.3) on esitet-
ty 25:sta¨ realisaatiosta lasketut 70 GHz:n matriisi-ikkunafunktioiden kuusi diagonaalielementtia¨
ensimma¨isessa¨ paneelissa ja 30 ei-diagonaalielementtia¨ kolmessa muussa paneelissa. Vastaavat ku-
vaajat 30 ja 44 GHz:lle lo¨ytyva¨t liitteiden kuvista A.1 ja A.2.
Kuvassa 5.2 (liitteen kuvassa A.6) on esitetty 70 GHz:n matalien multipolien (` ≤ 50) matriisi-
ikkunafunktion diagonaalielementit, jokaiselle komponentille seka¨ pa¨a¨keilalle, pa¨a¨keilan ja la¨hei-
sen sivukeilan yhdistelma¨lle ja koko keilalle erikseen. Vastaavat kuvaajat 30 ja 44 GHz:lle lo¨yta¨va¨t
liitteiden kuvista A.4 ja A.5. Ikkunafunktioiden komponenttien korrelaatiot kulkevat siten, etta¨
ylimpa¨na¨ kulkee la¨mpo¨tilan ikkunafunktio, alempana la¨mpo¨tilasta riippuvien ristikorrelaatioiden
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TE:n ja TB:n ikkunafunktiot ja alimpana kulkee pelka¨sta¨ polarisaatiosta riippuvien korrelaatioi-
den EE, BB ja EB ikkunafunktiot. Matalimmilla multipoleilla (` ≤ 20) on havaittavissa erityisesti
30 ja 70 GHz:n osalta pienta¨ heilahtelua, joka syntyy eta¨isen sivukeilan suuresta rakenteesta (katso
kuva 3.7(b)). Lisa¨ksi na¨ista¨ kuvista na¨hda¨a¨n, miten sivukeilojen huomioon ottaminen kasvattaa
ikkunafunktion tehoa - sivukeilat nostavat ikkunafunktion arvot la¨hemma¨ksi ykko¨sta¨, kun ` = 0.
Kuva 5.1: 70 GHz:n pa¨a¨keilasta lasketut matriisi-ikkunafunktion diagonaalielementit ensim-
ma¨isessa¨ paneelissa ja ei-diagonaalielementit kolmessa muussa paneelissa. Kuvissa X,Y =
TT,EE,BB,TE,TB,EB ja WX,Y` tarkoittavat vuotoa komponentista Y komponentille X. Koska dia-
gonaalielementit ovat keskena¨a¨n likimain yhta¨suuret, on ensimma¨isessa¨ paneelissa laskettu myo¨s
eroka¨yra¨t TT-komponenttiin na¨hden. Na¨ma¨ eroka¨yra¨t kulkevat la¨hella¨ nollalinjaa, ja niiden as-
teikko na¨kyy ensimma¨isen paneelin oikeassa reunassa. Ei-diagonaalielementit on jaoteltu kolmeen
kategoriaan: Ne vuotokomponentit, jotka ovat suurimmillaan multipoliskaalan keskivaiheilla ovat
esitetty oikealla yla¨rivissa¨, ne komponentit, jotka ovat multipoliskaalassa suurimmillaan matalil-
la multipoleilla ovat esitetty vasemmalla alarivissa¨. Komponentit, jotka ovat pienimmilla¨a¨n koko
multipoliskaalalla ovat esitetty oikealla alarivissa¨. Koska useimmat ka¨yra¨t kulkevat pa¨a¨llekka¨in,
on ka¨yrien selkeytta¨miseksi kuvatekstien komponentit esitetty silma¨ma¨a¨ra¨isesti suuruusja¨rjestyk-
sessa¨ suurimmasta pienimpa¨a¨n.
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Kuva 5.2: 70 GHz:n matriisi-ikkunafunktioiden diagonaalielementit esitettyna¨ ensimma¨iselle 50:lle
multipolille. Ylimpa¨na¨ matriisi-ikkunafunktion diagonaalielementit esitettyna¨ pa¨a¨keilalle, keskella¨
diagonaalielementit esitettyna¨ pa¨a¨keilan ja la¨heisen sivukeilan yhdistelma¨lle ja alimpana diago-
naalielementit esitettyna¨ koko keilalle.
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5.3 La¨heisten sivukeilojen vaikutus
Kun pa¨a¨keilan lisa¨ksi simulaatioihin huomioidaan la¨heiset sivukeilat, eiva¨t tulokset merkitta¨va¨s-
ti poikkea pelka¨sta¨ pa¨a¨keilasta tehtyjen simulaatioiden tuloksista. Ta¨ma¨ onkin oletettavaa, silla¨
la¨heiset sivukeilat ovat la¨hes pa¨a¨keilan suuntaisia (ma¨a¨ritelma¨nsa¨ mukaan korkeintaan 5◦ pa¨a¨ssa¨
pa¨a¨keilan keskipisteesta¨), toisin kuin eta¨iset sivukeilat, jotka poikkeavat pa¨a¨keilasta la¨hes 90◦.
Liitteen kuvissa A.7, A.8 ja A.9 on esitetty 30, 44 ja 70 GHz:n diagonaalielementeille pa¨a¨keilo-
jen ja la¨heisten sivukeilojen yhdistelma¨n suhteet pa¨a¨keiloihin ja ei-diagonaalielementeille pa¨a¨kei-
lojen ja la¨heisten sivukeilojen yhdistelma¨n erotukset pa¨a¨keiloihin. Ei-diagonaalielementeille ero-
tus on ja¨rkeva¨mpi mitta, koska jotkin komponentit vaihtavat etumerkkia¨a¨n tietyilla¨ multipoleilla,
jolloin keilojen va¨linen suhde na¨iden multipolien la¨hiympa¨risto¨ssa¨ olisi ollut epa¨tarkka. Diagonaa-
lielementeille la¨heisten sivukeilojen suhteelliset vaikutukset ovat matalilla multipoleilla karkeasti
luokkaa 1.7×10−3, 5×10−4 ja 2.2×10−3 30, 44 ja 70 GHz:lla. Erotukset ei-diagonaalielementteihin
ovat matalilla multipoleilla karkeasti luokkaa −8× 10−5, −1.5× 10−5 ja −6× 10−5 30, 44, ja 70
GHz:lla.
5.4 Eta¨isten sivukeilojen vaikutus
Eta¨isten sivukeilojen vaikutus matriisi-ikkunafunktion elementteihin dominoi kaikilla taajuuksilla
multipoliskaalan alkupa¨a¨ssa¨ ` . 20. Na¨iden vaikutus on diagonaalielementeille luokkaa 8× 10−3,
1.2×10−3 ja 6.4×10−3 30, 44 ja 70 GHz:lla. Erot koko keilan ja pa¨a¨keilan ei-diagonaalielementtien
va¨lilla¨ ovat matalilla multipoleilla karkeasti luokkaa −1 × 10−3, 1.1 × 10−4 ja −9 × 10−4 30, 44,
ja 70 GHz:lla. Liitteen kuvissa A.10, A.11 ja A.12 on esitetty multipolille ` = 180 asti 30, 44 ja
70 GHz:n diagonaalielementeille koko keilan suhteet pa¨a¨keiloihin ja ei-diagonaalielementeille koko
keilan erot pa¨a¨keiloihin.
5.5 Matriisi-ikkunafunktion elementtien ka¨ytta¨ytyminen
Sen ymma¨rta¨miseksi, mitka¨ keilojen ominaisuudet vaikuttavat mitenkin matriisi-ikkunafunktioihin
– erityisesti niiden ei-diagonaalielementteihin, jotka kuvaavat la¨mpo¨tila- ja polarisaatiosignaa-
lin vuotoa toisiinsa – tutkitaan seuraavaksi, miten keiloja kuvaavat parametrit, puoliarvoleveys
(FWHM) ja elliptisyys, vaikuttavat matriisi-ikkunafunktion elementteihin, kun polttotasossa ole-
vien radiometrien ψell kulmat pysyva¨t kiinnitettyina¨. Ta¨ssa¨ tutkielmassa on esitetty matriisi-
ikkunafunktion elementtien ka¨ytta¨ytyminen 44 GHz:n pa¨a¨keilalle, mutta matriisielementtien ka¨y-
to¨s on vastaava myo¨s toisilla taajuuksilla, tai mika¨li sivukeilat huomioitaisiin. Na¨ma¨ taustasa¨teilyn
simulaatiot on ajettu muuten samoilla parametreilla kuin luvussa 5.1, mutta laskentaresurssien
sa¨a¨sta¨miseksi vain yksitta¨isella¨ realisaatiolla (jolloin Monte Carlo –kohina on suurempi) ja toden-
mukaisten keilojen sijaan on ka¨ytetty erilaisia gaussisia keiloja.
Oletetusti T − P vuodot aiheutuvat saman torven M ja S radiometrien erilaisisista keilojen
muodoista eli erilaisista FWHM:ista¨ ja elliptisyyksista¨. Niinpa¨ ta¨ta¨ tutkimusta varten on ajet-
tu kahdeksan erilaista yksitta¨isen realisaation signaalisimulaatiotapausta erilaisilla simulaatioon
syo¨tettyjen pa¨a¨keilojen parametrikombinaatioilla:
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• Simulaatio I) Niin sanottu ”elementtien nollaus”, eli ta¨ha¨n on valittu kaikkien radiometrien
gaussisten pa¨a¨keilojen FWHM:t identtisiksi (FWHM = 30′) ja pa¨a¨keilojen muodot pyo¨reik-
si (elliptisyys=1.0). Ta¨ma¨ on ideaalitapaus, jossa satelliitin skannaustrategia yhdessa¨ keilan
epa¨symmetrisen muodon kanssa ei muodostakaan efektiivisten keilojen polarisaatioartefak-
teja. Ta¨llo¨in signaalivuoto on marginaalisen pieni, ja pelkka¨ skalaari-ikkunafunktio on ta¨l-
laisessa ideaalitapauksessa riitta¨va¨ formalismi jatkoanalyysia¨ varten. Todellisuudessa keilat
eiva¨t ole pyo¨reita¨, eiva¨t ta¨ysin gaussisia, eiva¨tka¨ keskena¨a¨n identtisia¨.
• Simulaatio II) Ta¨ssa¨ FWHM:t ovat valittu kaikkien radiometrien gaussisilla pa¨a¨keiloilla
identtisiksi (FWHM = 30′) ja pa¨a¨keilojen muodot epa¨symmetrisiksi (elliptisyys = 1.2). Ta¨ma¨
tapaus demonstroi, millainen vaikutus elliptisyyden kasvattamisella on matriisi-ikkunafunktion
elementteihin.
• Simulaatio III) Gaussisten pa¨a¨keilojen muodot ovat symmetrisia¨ (elliptisyys = 1.0), mutta
saman torven M ja S radiometreille on valittu M radiometrin mukaiset pa¨a¨keilojen FWHM:t,
jotka ovat otettu taulukosta 3.1 (LFI24:lle FWHM = 23.18′, LFI25:lle FWHM = 30.02′ ja
LFI26:lle FWHM = 30.13′). Ta¨ma¨ tapaus kertoo miten FWHM:ien erot eri torvien va¨lilla¨
vaikuttaa matriisi-ikkunafunktion elementteihin.
• Simulaatio IV) Muuten kuin tapaus III, mutta elliptisyydet ovat asetettu seka¨ M etta¨ S ra-
diometreilla M radiometrien mukaisesti ja na¨iden arvot on otettu taulukosta 3.1 (LFI24:lla¨
elliptisyys=1.388, LFI25:lla¨ elliptisyys=1.191 ja LFI26:lla elliptisyys=1.191). Ta¨ma¨ demon-
stroi, miten eri torvien erilaiset elliptisyydet seka¨ FWHM:t vaikuttavat yhdessa¨ matriisi-
ikkunafunktion elementteihin.
• Simulaatio V) Ta¨ha¨n on valittu gaussisten pa¨a¨keilojen FWHM:t identtisiksi (FWHM = 30′),
mutta M radiometrien pa¨a¨keiloille on valittu elliptisyydet hieman suuremmiksi (1.25) kuin
S radiometrien pa¨a¨keiloille (1.20). Ta¨ma¨ tapaus kertoo, miten saman torven M radiometrin
suurempi elliptisyys vaikuttaa matriisi-ikkunafunktion elementteihin.
• Simulaatio VI) Ta¨ha¨n on valittu gaussisten pa¨a¨keilojen FWHM:t identtisiksi (FWHM =
30′), mutta S radiometrien pa¨a¨keiloille on valittu elliptisyydet hieman suuremmiksi (1.25)
kuin M radiometrien pa¨a¨keiloille (1.20). Ta¨ma¨ tapaus demonstroi, miten saman torven S
radiometrin suurempi elliptisyys vaikuttaa matriisi-ikkunafunktion elementteihin.
• Simulaatio VII) Ta¨ha¨n simulaatioon on otettu taulukon 3.1 mukaiset gaussisten pa¨a¨keilojen
FWHM:t ja elliptisyydet. Ta¨ma¨ simulaatio demonstroi monimutkaisinta tapausta gaussi-
silla pa¨a¨keiloilla, missa¨ jokaisella radiometrin keilalla on toisistaan poikkeavat FWHM:t ja
elliptisyydet.
• Simulaatio VIII) Ta¨ssa¨ simulaatiotapauksessa on gaussisten pa¨a¨keilojen sijaan ka¨ytetty to-
denmukaisia pa¨a¨keiloja, jotka efektiivisesti vastaavat tapauksessa VII kuvattuja gaussisia
keiloja parametreineen. Ta¨ma¨ tapaus demonstroi millainen vaikutus todenmukaisilla pa¨a¨-
keiloilla on matriisi-ikkunafunktioiden elementteihin.
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Na¨iden seitsema¨n ensimma¨isen simulaatiotapauksen syo¨tettyjen gaussisten pa¨a¨keilojen FWHM:t
ja elliptisyydet ovat esitetty taulukossa 5.2. Koska simulaatiotapauksen VIII parametrit vastaavat
efektiivisesti tapauksen VII parametreja, ei tapausta VIII ole erikseen taulukossa.
Kuvan 5.3 ylin paneeli vasemmalla esitta¨a¨ simulaation I, ylin paneeli oikealla simulaation II,
alin paneeli vasemmalla simulaation III ja alin paneeli oikealla simulaation IV diagonaalielement-
teja¨. Vastaavasti kuvassa 5.4 na¨kyva¨t samassa ja¨rjestyksessa¨ lueteltuna simulaatioiden IV-VIII
diagonaalielementit. Lisa¨ksi simulaatioiden I-VIII ei-diagonaalielementit on kategorioitu kolmeen
kuvakollaasiin 5.5, 5.6, 5.7 seuraavasti: kuvassa 5.5 esiintyva¨t sellaiset ei-diagonaalielementit, jotka
ovat suurimmillaan multipoliskaalan keskivaiheilla, kuvassa 5.6 na¨kyva¨t sellaiset elementit, jotka
ovat suurimmillaan multipoliskaalan alkuosassa ja kuvassa 5.7 esiintyva¨t ne ei-diagonaalielemen-
tit, jotka ovat pienimmilla¨a¨n multipoliskaalassa. Simulaatiotapaukset I-VIII on ja¨rjestetty na¨issa¨
kaikissa kolmessa kuvakollaasissa vasemmalta ylha¨a¨lta¨ oikealle alas.
Kuvan 5.3 kahdesta ensimma¨isesta¨ paneelista ylha¨a¨lta¨ luettuna voidaan todeta elliptisyyden
kasvattamisen 1.0:sta (ta¨ysin pyo¨rea¨sta¨ keilasta) 1.2:een lisa¨a¨va¨n kohinaisuutta diagonaalielement-
tien eroihin TT:n elementista¨. Myo¨ska¨a¨n kohinan taso ei juurikaan muutu, vaikka saman torven M
ja S radiometrien keiloilla olisikin hieman toisistaan poikkeavat elliptisyydet (yhdella¨ 1.2 ja toisel-
la 1.25), mika¨ na¨hda¨a¨n, kun verrataan kuvan 5.4 kahta ylinta¨ paneelia keskena¨a¨n. Na¨iden kahden
eri simulaation V ja VI diagonaalielementtien suhteelliset erot, kun ` ∼ 600, ovat 0.02% suuruus-
luokkaa ja pieneneva¨t ta¨sta¨ menta¨essa¨ kohti matalampia multipoleja. Ta¨ma¨n vuoksi kuvan 5.4
ensimma¨inen ja toinen paneeli na¨ytta¨va¨t la¨hes identtisilta¨.
FWHM:ien muuttaminen eri torvien va¨lilla¨ toisistaan poikkeavaksi aiheuttaa diagonaaliele-
menttien ja TT:n erotuksille alaspa¨in laskevat ka¨yra¨t, mitka¨ na¨kyva¨t kuvien 5.3 ja 5.4 kolman-
sissa paneeleissa. Mika¨li saman torven eri radiometrien keilojen va¨listen FWHM:ien poikkeamien
lisa¨ksi asetetaan elliptisyydet toisistaan poikkeaviksi eri torvien va¨lilla¨, lisa¨a¨ntyy kohinan taso,
mika¨ na¨hda¨a¨n kun verrataan keskena¨a¨n kuvan 5.3 kolmatta ja nelja¨tta¨ paneelia. Ta¨ssa¨ nelja¨n-
nessa¨ paneelissa FWHM:t ja elliptisyydet ovat erilaiset vain eri torvien va¨lilla¨, mutta identtiset
saman torven eri radiometrien va¨lilla¨. Muutos on marginaalinen, mika¨li viela¨ FWHM:t ja ellipti-
syydet asetetaan kaikille radiometreille hieman toisistaan poikkeaviksi, taulukon 3.1 FWHM:ien
ja elliptisyyksien mukaisesti, mika¨ na¨hda¨a¨n, kun verrataan keskena¨a¨n kuvan 5.3 nelja¨tta¨ paneelia
(symmetrisen gaussisen keilan ikkunafunktioita) kuvan 5.4 kolmanteen paneeliin. Na¨iden kahden
eri tapauksen diagonaalielementtien suhteellinen ero, kun ` ∼ 600, on 3% suuruusluokkaa ja ero
pienenee menta¨essa¨ ta¨ta¨ pienemmille multipolin arvoille.
Kaikkein todenmukaisin tapaus diagonaalielementtien eroista saadaan kuitenkin, kun ka¨yte-
ta¨a¨n Jupiterin ylikulkujen avulla laskettuja GRASP-keiloja. Skannausstrategia yhdessa¨ todenmu-
kaisen GRASP-keilalle ominaisen asymmetrian kanssa saa aikaan suuria efektiivisen keilan muo-
don muutoksia eri osissa taivasta, ja ta¨llo¨in symmetrisempi gaussinen keila ei anna yhta¨ tarkkaa
kuvaa lopullisesta matriisi-ikkunafunktiosta. Tarkempi keilan muoto laskee diagonaalielementtien
erotuska¨yria¨ matalimmilla multipoleilla nollasta ja jakaa ka¨yra¨t kahteen osaan: niihin, jotka riip-
puvat la¨mpo¨tilasta (TT, TE ja TB) ja ta¨llo¨in poikkeavat matalilla multipoleilla va¨hemma¨n TT:n
ka¨yra¨sta¨, ja niihin, jotka riippuvat E- ja B-moodin polarisaatiosta ja na¨iden ristikorrelaatiois-
ta (EE,BB,EB) ja ta¨llo¨in poikkeavat enemma¨n TT:n ka¨yra¨sta¨. Ka¨yrien jakautuminen ei johdu
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vajaasta pa¨a¨keilan tehosta, silla¨ vastaava jakautuminen on havaittu myo¨s koko keiloille.
Tutkitaan seuraavaksi ei-diagonaalielementtien ka¨yto¨sta¨. Kuvan 5.5 ensimma¨isesta¨ ja toisesta
paneelista ylha¨a¨lla¨ voidaan todeta, etta¨ elliptisyyden kasvattaminen 1.0:sta 1.2:een laskee hieman
niiden ei-diagonaalielementtien ka¨yria¨, jotka ovat tavallisesti pienimmilla¨a¨n multipoliskaalan kes-
kivaiheilla. Saman kuvan kolmannesta paneelista ka¨y ilmi, etta¨ mika¨li torvien radiometrien keiloil-
la on edelleen keskena¨a¨n samat FWHM:t, mutta torvien va¨lilla¨ na¨ma¨ poikkeavat toisistaan, on ero
luokkaa −9 × 10−5 verrattuna tapaukseen, jossa FWHM:t ovat kaikilla radiometreilla identtiset
(ensimma¨inen paneeli).
Jos torvien va¨liset FWHM:t seka¨ elliptisyydet ovat toisistaan poikkeavat, mutta identtiset sa-
man torven M ja S radiometrien va¨lilla¨, ka¨a¨ntyva¨t muutamat ei-diagonaalielementtien ka¨yra¨t hie-
man positiivisiksi, mika¨ na¨hda¨a¨n kun verrataan kolmatta ja nelja¨tta¨ paneelia keskena¨a¨n. Kaikkein
voimakkain muutos ka¨yrien muotoon kuitenkin tapahtuu, mika¨li elliptisyydet asetetaan saman tor-
ven eri radiometrien va¨lilla¨ poikkeamaan hieman toisistaan. Mika¨li saman torven M radiometrin
keilan elliptisyys on hieman suurempi kuin S radiometrin, ovat osa ei-diagonaalielementtien ka¨y-
rista¨ selkea¨sti negatiivisia, mika¨ na¨kyy viidennessa¨ paneelissa. Ka¨yto¨s on pa¨invastainen, mika¨li
saman torven S radiometrin keila on elliptisyydelta¨a¨n suurempi kuin M radiometrin keila, mika¨
puolestaan na¨kyy paneelissa kuusi. M ja S radiometrien va¨liset elliptisyyden poikkeamat toisistaan
synnytta¨va¨t siis pa¨a¨asiassa na¨iden ei-diagonaalielementtien ka¨yrien muodot ja paneelissa seitse-
ma¨n na¨kyy gaussisten keilojen ei-diagonaalielementteja¨, joista osa on selkea¨sti negatiivisia. Ta¨ma¨
ei ole ylla¨tta¨va¨a¨, koska gaussisten keilojen elliptisyydet ovat kaikilla torvilla M radiometrien suh-
teen suurempia S radiometreihin verrattuna, mika¨ na¨kyy taulukosta 3.1, jonka mukaan gaussiset
keilat on rakennettu.
Ta¨ydellisyyden vuoksi on myo¨s esitetty todenmukainen GRASP-keila paneelissa kahdeksan,
josta na¨hda¨a¨n, etta¨ todenmukaisella pa¨a¨keilalla vuotoka¨yra¨t TE:sta¨ TT:hen, TE:sta¨ EE:hen,
EB:sta¨ TB:hen, EE:sta¨ TE:hen, TB:sta¨ EB:hen ja TT:sta¨ TE:hen ovat selkea¨sti negatiivisia 44
GHz:lla. Gaussisiin keiloihin verrattuna todenmukaiset keilat ovat na¨iden ei-diagonaalielementtien
suhteen voimakkaampia ja hieman kohinaisempia. Eri taajuuksien erilaiset ei-diagonaalielementtien
ka¨yrien muodot niiden ei-diagonaalielementtien osalta, jotka ovat suurimmillaan multipoliskaa-
laan keskivaiheilla johtuvat siis pohjimmiltaan saman torven M ja S radiometrien keilojen ellip-
tisyyksien eroista. Kuten taulukosta 3.1 havaitaan, on 30 ja 70 GHz:lla S radiometrien keilojen
elliptisyydet suurempia kuin M radiometrien, joten ta¨llo¨in voimakkaimmat 30 ja 70 GHz:n ei-
diagonaalielementtien ka¨yra¨t ovat positiivisia, mika¨ na¨kyy 30 GHz:n osalta liitteen kuvan A.13(a)
ja 70 GHz:n osalta kuvan 5.8(a) toisesta paneelista.
Niihin ei-diagonaalielementteihin, jotka ovat suurimmillaan multipoliskaalan alkuarvoilla, ei-
va¨t elliptisyyden kasvattamiset tai M ja S radiometrien eri keilojen FWHM:ien tai elliptisyyksien
erot juuri tuo muutoksia, elleiva¨t erot ole jokaisen radiometrin va¨lilla¨ toisistaan poikkeavat. Na¨-
ma¨ marginaaliset erot esiintyva¨t kuvan 5.6 paneeleissa 2 − 6, ja ne poikkeavat vain suuremmalla
kohinalla sellaisesta simulaatiosta, jossa jokaisen radiometrin keilalla on identtinen FWHM ja el-
liptisyys. Kuvan 5.6 toisen paneelin ja kolmannen paneelin ka¨yrien va¨liset erot ovat suurimmillaan
noin 8.8× 10−3, samoin toisen ja nelja¨nnen paneelin ka¨yrien va¨liset erot. Toisen ja viidennen pa-
neelin ka¨yrien va¨liset erot ovat noin −4.9 × 10−4, samoin toisen ja kuudennen paneelin ka¨yrien
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va¨liset erot. Vasta kun jokaisen radiometrin keilalla on toisistaan hieman poikkeava elliptisyys ja
FWHM, jakaantuvat osa ei-diagonaalielementtien ka¨yrista¨ positiivisiksi ja osa negatiivisiksi, mika¨
na¨kyy kuvan 5.6 seitsema¨nnessa¨ paneelissa. Vertaamalla keskena¨a¨n gaussisten keilojen ja GRASP-
keilojen ei-diagonaalielementteja¨ (paneeleita seitsema¨n ja kahdeksan) na¨hda¨a¨n, etta¨ todenmukaiset
keilat eiva¨t na¨iden ei-diagonaalielementtien osalta poikkea, suurempaa kohinaa lukuun ottamatta,
muodoltaan gaussisten keilojen ei-diagonaalielementeista¨.
Kuvan 5.7 ensimma¨isesta¨ ja toisesta paneelista voidaan todeta, etta¨ elliptisyyden kasvatta-
minen 1.0:sta 1.2:een ei vaikuta, EE:sta¨ BB:hen tai BB:sta¨ EE:hen elementteja¨ lukuunottamat-
ta, merkitta¨va¨sti niihin ei-diagonaalielementteihin, jotka ovat pienimmilla¨a¨n multipoliskaalassa.
FWHM:n asettaminen eri torvien va¨lilla¨ toisistaan poikkeavaksi kasvattaa EE:sta¨ BB:hen ja
BB:sta¨ EE:hen ka¨yrien amplitudeja (kolmas paneeli), mutta ei tuo muihin ei-diagonaalielementtei-
hin merkitta¨va¨a¨ muutosta. Elliptisyyden vaihtaminen erilaiseksi eri torvien va¨lilla¨ (nelja¨s paneeli)
ei aiheuta muuta kuin ka¨yrien EE:sta¨ BB:hen ja BB:sta¨ EE:hen amplitudien kasvua entisesta¨a¨n.
M tai S radiometrien keilojen toisistaan poikkeavat elliptisyydet saavat TT:sta¨ EE:hen elementit
kasvamaan hieman positiviisen puolelle ja vastaavasti TT:sta¨ BB:hen elementin laskemaan ne-
gatiivisen puolelle, mika¨ na¨hda¨a¨n viidennessa¨ ja kuudennessa paneelissa. Koska na¨issa¨ kahdessa
paneelissa FWHM:t ovat samat kaikilla radiometreilla, ei ei-diagonaalielementtien BB:sta¨ EE:hen
ja EE:sta¨ BB:hen amplitudit ole yhta¨ voimakkaat kuin paneeleissa kolme ja nelja¨. Vasta, kun
kaikki radiometrit ovat toisistaan poikkeavia seka¨ FWHM:ien etta¨ elliptisyyksien suhteen (paneeli
seitsema¨n), saadaan ei-diagonaalielementit la¨hestyma¨a¨n todenmukaisia keiloja (paneeli kahdek-
san). Todenmukaisten GRASP-keilojen matriisi-ikkunafunktion BB:sta¨ EE:hen ja EE:sta¨ BB:hen
elementtien suuruus ja muoto ovat na¨iden simulaatioiden valossa selitetta¨vissa¨ elliptisyyden ja eri-
tyisesti FWHM:ien poikkeavuudella toisistaan eri torvien va¨lilla¨. Muiden ei-diagonaalielementtien
muoto syntyy saman torven eri radiometrien elliptisyyksien ja FWHM:ien pienista¨ eroista.
Tiivistettyna¨, vuodosta aiheutuvat efektit poistuvat, jos saman taajuuden kaikkien radiomet-
rien havaintokeilat olisivat keskena¨a¨n identtisia¨. Etualan sa¨teilylle signaalivuodot on ymma¨rretty
saman torven M ja S radiometrien va¨listen erojen aiheuttamaksi [45], ja ta¨ta¨ syyta¨ oletettiin myo¨s
ta¨ssa¨ tutkielmassa taustasa¨teilyn signaalivuodoille. Kuitenkin saman torven M ja S radiometrien
erilaiset keilan muodot eiva¨t yksina¨a¨n riita¨ selitta¨ma¨a¨n T − P vuotoa, vaan myo¨s torvien va¨li-
set erot aiheuttavat sita¨. Suurempia vuotoilmio¨ita¨ alkaa esiintya¨ muun muassa EE:sta¨ BB:hen ja
pa¨invastoin, jos torvien keilan FWHM:t poikkeavat hieman toisistaan, vaikka saman torven radio-
metrit olisivat keskena¨a¨n identtiset. Ta¨ssa¨ tutkielmassa keilojen FWHM:ien ero eri torvien va¨lilla¨
oli suurimmillaan noin 7′. Saman torven radiometrien keilojen pienet erot elliptisyydessa¨ ka¨a¨nta¨-
va¨t tiettyjen vuotoelementtien ka¨yra¨t pa¨invastaisiksi riippuen kumman radiometrin elliptisyys on
suurempi. Ta¨ma¨n tutkielman laajentamiseksi olisi viela¨ voinut tutkia, miten saman torven M ja S
radiometrin toisistaan poikkeavat FWHM:t vaikuttavat vuotokomponentteihin, kun radiometrien
elliptisyys pideta¨a¨n samassa torvessa identtisena¨. Ajan puutteen vuoksi ta¨sta¨ simulaatiotapauk-
sesta jouduttiin kuitenkin luopumaan. Ta¨sta¨ huolimatta on selva¨a¨, etta¨ monimutkaisen optisen
ja¨rjestelma¨n, kuten Planckin, vuotoefektit ovat tietylla¨ LFI:n taajuuskaistalla seurausta niin sa-
man torven yksilo¨llisista¨ M ja S radiometreista kuin myo¨s torvien keskina¨isista¨ eroista ja keilojen
erilainen elliptisyys tai FWHM ei yksina¨a¨n riita¨ selitta¨ma¨a¨n vuotoilmio¨ita¨.
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Kuva 5.3: Nelja¨ erilaista yksitta¨isen realisaation lelusimulaatiota matriisi-ikkunafunktion diago-
naalielementtien ka¨ytta¨ytymisesta¨ gaussisen pa¨a¨keilan erilaisilla FWHM:illa¨ ja elliptisyyksilla¨ 44
GHz:lla. Ensimma¨inen paneeli: Kaikkien radiometrien gaussiset pa¨a¨keilat pyo¨reita¨ identtisilla¨ puo-
liarvoleveyksilla¨ (FWHM = 30′). Toinen paneeli: radiometrien pa¨a¨keiloilla elliptisyys 1.2 ja ident-
tiset puoliarvoleveydet (FWHM = 30′). Kolmas paneeli: kaikkien radiometrien gaussisilla pa¨a¨kei-
loilla elliptisyys 1.0 ja torvien va¨lilla¨ toisistaan poikkeavat gaussisten pa¨a¨keilojen puoliarvolevey-
det (LFI24:lla¨ FWHM = 23.18′, LFI25:lla¨ FWHM = 30.02′, LFI26:lla FWHM = 30.13′), mutta
saman torven M ja S radiometreilla molemmilla M radiometrin mukainen gaussisen pa¨a¨keilan
puoliarvoleveys. Nelja¨s paneeli: saman torven M ja S radiometreilla molemmilla M radiometrin
mukainen gaussisen pa¨a¨keilan elliptisyys (LFI24:lla¨ elliptisyys = 1.388, LFI25:lla¨ elliptisyys =
1.191 ja LFI26:lla elliptisyys = 1.191) ja FWHM:t kuten kolmannessa paneelissa. Kuvien va¨listen
vertailujen helpottamiseksi kaikissa paneeleissa on ka¨ytetty samaa asteikkoa.
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Kuva 5.4: Toiset nelja¨ erilaista yksitta¨isen realisaation lelusimulaatiota matriisi-ikkunafunktion
diagonaalielementtien ka¨ytta¨ytymisesta¨ pa¨a¨keilan erilaisilla puoliarvoleveyksilla¨ ja elliptisyyksilla¨
44 GHz:lla. Ensimma¨inen paneeli: kaikkien radiometrien gaussisilla pa¨a¨keiloilla identtiset FWHM:t
(FWHM = 30′) ja M radiometreilla gaussisten pa¨a¨keilojen elliptisyys = 1.25 ja S radiometreil-
la elliptisyys = 1.2. Toinen paneeli: identtiset FWHM:t, M radiometreilla gaussisten pa¨a¨keilojen
elliptisyys = 1.2 ja S radiometreilla elliptisyys = 1.25. Kolmas paneeli: tuoreimmasta polttotaso-
tietokannasta (engl. focalplane database) luettu gaussisten pa¨a¨keilojen FWHM:t ja elliptisyydet,
joilla toteutettu CMB Monte Carlo –simulaatio, josta on saatu matriisi-ikkunafunktion diagonaa-
lielementit. Nelja¨s paneeli: tuoreimmista GRASP pa¨a¨keiloista tehty yksitta¨isen realisaation CMB
Monte Carlo –simulaatio, josta saatu matriisi-ikkunafunktion diagonaalielementit.
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Kuva 5.5: Niiden ei-diagonaalielementtien ka¨yto¨s erilaisilla pa¨a¨keilan FWHM:illa¨ ja elliptisyyksil-
la¨, mitka¨ ovat suurimmillaan tai pienimmilla¨a¨n multipoliskaalan keskivaiheilla. Nelja¨n ylimma¨n
paneelin sisa¨lto¨ on selitetty kuvassa 5.3 ja nelja¨n alimman kuvassa 5.4.
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Kuva 5.6: Niiden ei-diagonaalielementtien ka¨yto¨s erilaisilla pa¨a¨keilan FWHM:illa¨ ja elliptisyyksilla¨,
mitka¨ ovat suurimmillaan multipoliskaalan alkuosassa. Kuvien sisa¨lto¨ on selitetty kuvissa 5.3 ja
5.4.
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Kuva 5.7: Niiden ei-diagonaalielementtien ka¨yto¨s erilaisilla pa¨a¨keilan FWHM:illa¨ ja elliptisyyksilla¨,
mitka¨ ovat multipoliskaalassa pienimmilla¨a¨n. Kuvien sisa¨lto¨ on selitetty kuvissa 5.3 ja 5.4.
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5.6 Matriisi-ikkunafunktioiden validointi
Rekonstruoitu taivaan kulmatehospektri C˜`(reco) voidaan rakentaa ka¨a¨nta¨ma¨lla¨ yhta¨lo¨ (3.18), eli
soveltamalla matriisi-ikkunafunktion ka¨a¨nteismatriisia W−1` havaittuun kulmatehospektriin Cˆ`.
Kaavana ta¨ma¨ voidaan kirjoittaa
C˜`(reco) = W
−1
` Cˆ`,
missa¨ C˜`(reco) ja Cˆ` ovat molemmat 6 × 1 vektoreita ja W` on 6 × 6 matriisi. Ta¨ta¨ rekonstruoi-
tua kulmatehospektria¨ voidaan verrata simulaatioon syo¨tettyyn taivaan kulmatehospektriin, jotta
na¨hda¨a¨n, miten hyvin rekonstruktio vastaa taivaan kulmatehospektria¨.
Koska on kiinnostavaa na¨hda¨, miten hyvin vakio D`-spektrilla¨ tehty matriisi-ikkunafunktio
toimii todenmukaisen taivaan kulmatehospektrin C˜` rekonstruktioon, validointia varten on teh-
ty yksi sellainen CMB Monte Carlo –realisaatio, joka sisa¨lta¨a¨ identtisen skannausstrategian ja
samanlaiset keilat kuin matriisi-ikkunafunktiosimulaatiossa, mutta johon on vakio D`-spektrin si-
jaan syo¨tetty todellista taivaan kulmatehospektria¨ vastaava kulmatehospektri. Ta¨ma¨ validointi on
toteutettu jokaiselle Planckin matalan taajuuden instrumentille erikseen ja validoinnin tulokset
na¨kyva¨t 70 GHz:lle kuvassa 5.8(a) (liitteen kuva A.15(a)). Vastaavat validoinnin tulokset 30 ja
44 GHz:lle lo¨ytyva¨t liitteen kuvista A.13(a) ja A.14(a). Rekonstruktio on onnistunut, kun rekon-
struoidun taivaan kulmatehospektrit (vihrea¨t ka¨yra¨t) kulkevat taivaan kulmatehospektrien (sinis-
ten ka¨yrien) pa¨a¨lla¨. Taivaan kulmatehospektreissa¨ na¨kyva¨ kohina on kosmista varianssia, josta
kerrottiin luvussa 2.5.2. Rekonstruoidun taivaan kohinaa dominoi Monte Carlo –varianssi σ2MC ,
joka pienenee verrannollisena Monte Carlo –realisaatioiden ma¨a¨ra¨n n nelio¨juureen eli σ2MC ∝ 1√n .
On syyta¨ huomata, etta¨ 30 ja 44 GHz:n BB:iden kulmatehospektreilla¨ on varsin suuret suh-
teelliset virheet korkeilla (` ∼ 600) multipoleilla. Ta¨ma¨ on oletettavaa, silla¨ todenmukaiseen
CMB Monte Carlo – simulaatioon syo¨tetty BB:n kulmatehospektri on eritta¨in pieni1 suhtees-
sa muihin kulmatehospektreihin (suurimmillaan simulaatioon syo¨tetty DBB` ∼ 0.1µK2, mutta
DTT` ∼ 6000µK2, DEE` ∼ 40µK2 ja DTE` ∼ 140µK2), jolloin suurten efektien vaikutusten korjaa-
minen pienesta¨ signaalista aiheuttaa suhteellisen virheen kasvua. Ta¨ma¨ efekti on suurimmillaan
44 GHz:n rekonstruoidussa DBB` :ssa¨, silla¨ ta¨lla¨ taajuudella saman torven kahden radiometrin (M
ja S) keilojen va¨liset poikkeamat keiloja karakterisoivien parametrien osalta ovat suurempia kuin
muilla taajuuksilla, mika¨ aiheuttaa ylima¨a¨ra¨ista¨ signaalivuotoa.
Kuvassa 5.8(b) (liitteen kuvassa A.15(b)) on esitetty kuudessa paneelissa 70 GHz:n rekonstruoi-
dun ja taivaan D`:ien vertailuka¨yra¨t multipolille ` = 50 asti. Vastaavat rekonstruktiokuvaajat 30 ja
44 GHz:lle lo¨ytyva¨t liitteen kuvista A.13(b) ja A.14(b). Kuuden paneelin ensimma¨isella¨ rivilla¨ ovat
D`:ien autokorrelaatiot, ja¨rjestyksessa¨ TT, EE ja BB, ja toisella rivilla¨ ristikorrelaatiot, ja¨rjestyk-
sessa¨ TE, TB ja EB. Koska taivaan C˜TT` on ainoa, joka on positiivinen kaikilla multipolin arvoilla,
on TT-ka¨yrien vertailut laskettu rekonstruktion ja taivaan D`:ien suhteena ja muille komponen-
teille na¨iden erotuksena. Erityisesti 44 ja 70 GHz:n TT-ka¨yra¨t poikkeavat eniten nollatasosta.
Na¨iden poikkeamien suuruusluokka on kuitenkin suurimmillaan ∼ 3× 10−3 (absoluuttisena erona
1Simulaatiossa ka¨ytetty taivaan kulmatehospektri on pera¨isin havaintoihin pohjautuvasta teoreettisesta mallista,
jossa ei ole mukana primordiaalisia tensoriha¨irio¨ita¨, jotka synnytta¨va¨t merkitta¨va¨a¨ B-moodin polarisaatiota. Vain
heikko E-moodista gravitaatiolinssi-ilmio¨n kautta syntynyt B-moodi oli mukana.
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∼ 3µK2), ja TT kulmatehospektrin residuaalit ovat na¨illa¨ multipoleilla suuruusluokkaa ∼ 60µK2
(kuva 2.4), joten erot eiva¨t ole merkitta¨via¨. Erot saattavat johtua matriisi-ikkunafunktiomallin
oletuksesta, jonka mukaan kahden eri a`m-kertoimen `:t eiva¨t sekoitu keskena¨a¨n. Na¨iden pienien
erojen tarkempi analyysi on kuitenkin ta¨ma¨n tutkielman ulkopuolella. Muiden korrelaatioiden
erot rekonstruoidun ja taivaan kulmatehospektrin va¨lilla¨ ovat matalilla multipoleilla suurimmil-
laan 30 GHz:lle ∼ 0.7µK2 (TE:ssa¨, kun ` = 2), 44 GHz:lle ∼ 0.08µK2 ja 70 GHz:lle ∼ 0.07µK2.
Na¨ma¨ erot ovat kuitenkin pienia¨ verrattuna TE ja EE matalien multipolien kulmatehospektrien
residuaaleihin (kuviin 2.6(a) ja 2.6(b)).
Hyva¨ esimerkki mallin toimivuudesta na¨kyy 70 GHz:n TB:ssa¨ (kuvan 5.8(a) keskimma¨inen
paneeli alhaalta). Ta¨ssa¨ keiloista aiheutuvat efektit ovat varsin voimakkaasti muokanneet taivaan
kulmatehospektria¨ eli havaittua kulmatehospektria¨ (punainen ka¨yra¨), jonka tulisi kulkea keski-
ma¨a¨rin nollassa (sininen ka¨yra¨). Soveltamalla havaittuun kulmatehospektriin ka¨a¨nteista¨ matriisi-
ikkunafunktiota, saadaan todellinen taivaan kulmatehospektrin muoto palautettua (vihrea¨ ka¨y-
ra¨). Validointitestien perusteella rekonstruoitu taivaan kulmatehospektri C˜`(reco) saadaan muo-
dostettua tarkasti jokaiselle komponentille, joten na¨ita¨ matriisi-ikkunafunktioita voidaan sovel-
taa todellisen taivaan signaalin rekonstruktioon. Ta¨ta¨ toimivaa matriisi-ikkunafunktiomallia on jo
suositeltu ka¨ytetta¨va¨ksi osana virallista Planckin data-analyysiketjua. Se tarjoaa uudenlaisen ja
tarkan menetelma¨n Planckin ikkunafunktioissa havaittujen signaalivuotojen erotteluun tarkentaen
na¨in taivaan kulmatehospektrien rekonstruktiota ja pohjimmiltaan nykykosmologialle merkitta¨-
vien kosmologisten parametrien tarkkuutta.
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(a) 70 GHz:n taivaan kulmatehospektrien rekonstruktiot.
(b) 70 GHz:n rekonstruoitujen kulmatehospektrien ja simuloidun taivaan kulmatehospektrien vertailuka¨yra¨t
multipolille ` = 50 asti.
Kuva 5.8: Kuuden paneelin kuvakollaasissa (a) vihreilla¨ ka¨yrilla¨ esitetty 70 GHz:n ka¨a¨nteisen
matriisi-ikkunafunktion W−1` avulla tehtyjen simuloidun taivaan kulmatehospektrien autokorre-
laatioiden (TT,EE,BB; ylempi rivi) ja ristikorrelaatioiden (TE,TB,EB; alempi rivi) rekonstruktiot.
Punaiset ka¨yra¨t kuvaavat havaittuja kulmatehospektreja¨, joissa keilojen ja satelliitin skannaus-
strategian va¨linen vaikutus on mukana ja siniset ka¨yra¨t esitta¨va¨t simulaatioon syo¨tettyja¨ taivaan
kulmatehospektreja¨. Rekonstruktio on onnistunut, kun vihrea¨ ka¨yra¨ kulkee mahdollisimman hy-
vin sinisen ka¨yra¨n pa¨a¨lla¨. Kuvakollaasin (b) ensimma¨isessa¨ paneelissa vihrea¨lla¨ ka¨yra¨lla¨ esitetty
TT:n havaitun kulmatehospektrin ja simuloidun taivaan kulmatehospektrin va¨linen suhde (kuva-
kollaasin (a) ensimma¨isen paneelin vihrea¨n ja sinisen ka¨yra¨n suhde) ja viidessa¨ muussa paneelissa
on esitetty havaittujen kulmatehospektrien ja simuloidun taivaan kulmatehospektrien erotukset
(kuvakollaasin (a) viiden muun paneelin vihreiden ja sinisten ka¨yrien erotukset).
Luku 6
Yhteenveto
Ta¨ma¨n tutkielman tutkimuskentta¨na¨ on kosmisen mikroaaltotaustasa¨teilyn havaitseminen ja taus-
tasa¨teilyn data-analyysi, erityisesti Planck-satelliitin matalan taajuuden instrumenttien erilaisis-
ta havaintokeiloista aiheutuvien signaalivuotojen va¨henta¨minen ikkunafunktioista. Na¨ma¨ ikkuna-
funktiot, joiden on tarkoitus kuvata puhtaasti satelliitin instrumenteista ja skannausstrategiasta
aiheutuvia efekteja¨, ovat kriittisessa¨ roolissa Planckin kulmatehospektrin arvioimisessa, silla¨ kei-
loista aiheutuvat efektit ovat kulmatehospektrin suuri systemaattisen virheen la¨hde. Na¨ma¨ efektit
tasoittavat taivaan pienia¨ epa¨isotropioita vaimentaen kulmatehospektrin korkeita multipoleja ja
ta¨ten pyyhkiva¨t pois ta¨rkea¨a¨ kosmologista informaatiota.
Ta¨ma¨ tutkielma on rakentunut karkeasti ottaen kolmeen osaan. Ensimma¨isessa¨ osassa on esi-
telty nykykosmologian teoreettista taustaa (luku 2), jotta lukijalle muodostuu ka¨sitys teorian ja
havaintojen va¨lisesta¨ yhteydesta¨. Ta¨ma¨ luku ei oletetusti kata hyvin laajaa aihepiiria¨, vaan tar-
koituksena on motivoida taustasa¨teilyanalyysin tutkimista.
Ta¨ma¨n tutkielman toinen osa (luvut 3 ja 4) keskittyy taustasa¨teilydatan analysointiin. Ta¨ssa¨
osassa ma¨a¨ritella¨a¨n ta¨ma¨n tutkielman kannalta ta¨rkea¨t keilat ja niihin la¨heisesti liittyva¨t skalaari-
ja matriisi-ikkunafunktiot. Taustasa¨teilyanalyysin keskio¨ssa¨ on myo¨s kartanteko varsinaisesta tai
simuloidusta aikaja¨rjestetysta¨ datasta. Na¨ma¨ taivaankartat sisa¨lta¨va¨t taustasa¨teilya¨ kartoittavan
satelliitin keiloilla konvoloidun taivaan signaalin, josta voidaan multipoliekspansiolla kehitta¨a¨ la¨m-
po¨tilalle ja polarisaatiolle erikseen havaitut kulmatehospektrit. Koska havaitut kulmatehospektrit
ovat verrannollisia keilojen ikkunafunktion ja taivaan kulmatehospektrin tuloon, saadaan taivaan
signaali rekonstruoitua soveltamalla ka¨a¨nteista¨ ikkunafunktiota havaittuun kulmatehospektriin.
Vaikka keilan muoto tunnetaan, ei satelliitin skannausstrategiasta aiheutuvien efektien vuok-
si keilojen ikkunafunktioita tunneta etuka¨teen, vaan ne voidaan arvioida tekema¨lla¨ suuri joukko
taivaan realisaatioita CMB Monte Carlo –simulaatiolla. Ideaalisesti ikkunafunktion tulisi puh-
taasti kuvata satelliitin instrumenteista ja skannausstrategiasta aiheutuvia efekteja¨ havaittuun
kulmatehospektriin. Kuitenkin on huomattu, etta¨ usein ka¨ytetyt skalaari-ikkunafunktiot eiva¨t
anna tarkkaa kuvaa ikkunafunktioista, vaan satelliitin skannausstrategian ja instrumenteista ai-
heutuvien efektien lisa¨ksi na¨ma¨ riippuvat CMB Monte Carlo –simulaatioon syo¨tetyista¨ kulma-
tehospektreista¨ ja ta¨ten aiheuttavat ikkunafunktioihin signaalivuotoa la¨mpo¨tilan ja polarisaation
va¨lille. Ta¨ma¨n vuoksi tarvitaan uudenlainen malli skalaari-ikkunafunktioiden tilalle, mika¨ ei keski-
ma¨a¨rin riipu simulaatioon syo¨tetysta¨ taivaan kulmatehospektrista¨. Ta¨ma¨ malli tunnetaan nimella¨
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matriisi-ikkunafunktio ja sen menetelma¨ ja menetelma¨n avulla lasketut matriisi-ikkunafunktiot on
julkaistu viitteessa¨ [37].
Kolmas osa (luku 5) painottuu matriisi-ikkunafunktion simuloimiseen ja ta¨ma¨n tutkielman
pa¨a¨tuloksiin. Simulaatioiden la¨hto¨kohtana on oletus, etteiva¨t matriisi-ikkunafunktiot riipu keski-
ma¨a¨rin simulaatioon syo¨tetyista¨ taivaan kulmatehospektreista¨, joten mielivaltaisen muotoista kul-
matehospektrien mallia voidaan ka¨ytta¨a¨ matriisi-ikkunafunktion elementtien arvioimiseen, kun-
han Monte Carlo –realisaatioita on tarpeeksi. Kuitenkin taivaan la¨mpo¨tilan ja polarisaation kul-
matehospektrien malliksi on ja¨rkevinta¨ valita vakioarvoinen kulmatehospektri, jotta va¨ltyta¨a¨n
epa¨tarkoilta matriisi-ikkunafunktion arvioimisilta kohdissa, joissa jonkin kulmatehospektrin arvo
on poikkeuksellisen pieni.
Ta¨ma¨n tutkielman matriisi-ikkunafunktiot arvioitiin 25 CMB Monte Carlo –realisaatiolla jo-
kaiselle pa¨a¨keilalle, pa¨a¨keilan ja la¨heisen sivukeilan yhdistelma¨lle ja koko keilalle erikseen 30,
44 ja 70 GHz:lla. Ta¨ma¨n lisa¨ksi tehtiin kahdeksan eri yksitta¨isen realisaation 44 GHz:n pa¨a¨kei-
lan simulaatiota, joissa varioitiin radiometrien keilojen elliptisyyksia¨ ja FWHM:ia¨. Ta¨lla¨ tavoin
tutkittiin, miten na¨iden kahden parametrin muutokset vaikuttavat signaalivuotoihin eli matriisi-
ikkunafunktion elementteihin. Etualan sa¨teilylle signaalivuodot on ymma¨rretty saman torven M ja
S radiometrien va¨listen erojen aiheuttamaksi [45]. Kuitenkin CMB Monte Carlo –simulaatioiden
tuloksista havaittiin, etta¨ saman torven M ja S radiometrien erilaiset keilan muodot eiva¨t yksi-
na¨a¨n riita¨ selitta¨ma¨a¨n signaalivuotoa, vaan myo¨s erot torvien va¨lilla¨ aiheuttavat sita¨. Lisa¨ksi huo-
mattiin, etta¨ saman torven radiometrien keilojen pienet erot elliptisyydessa¨ ka¨a¨nta¨va¨t tiettyjen
vuotoelementtien ka¨yra¨t pa¨invastaisiksi riippuen kumman radiometrin elliptisyys on suurempi.
Lopuksi, matriisi-ikkunafunktiot validoitiin soveltamalla ka¨a¨nteista¨ matriisi-ikkunafunktiota
todellista taivasta vastaavaan yksitta¨iseen CMB Monte Carlo –realisaatioon. Ta¨sta¨ saadut tulok-
set osoittavat, etta¨ matriisi-ikkunafunktioilla voidaan rekonstruoida alkupera¨iset taivaan kulma-
tehospektrit niin la¨mpo¨tilalle kuin polarisaatiolle. Rekonstruoidun la¨mpo¨tilan autokorrelaatioiden
kulmatehospektrin, C˜TT` (reco):n, suhteellinen poikkeama taivaan kulmatehospektrista¨ on mata-
lilla multipoleilla ` . 50 korkeintaan ∼ 2 × 10−3, ∼ 3.5 × 10−3 ja ∼ 3 × 10−3 taajuuksilla 30,
44 ja 70 GHz, kun keiloina ka¨yteta¨a¨n pa¨a¨keiloja. Muiden korrelaatioiden erot rekonstruoidun ja
taivaan kulmatehospektrin va¨lilla¨ ovat matalilla multipoleilla suurimmillaan 30 GHz:lle ∼ 0.7µK2
(TE:ssa¨, kun ` = 2), 44 GHz:lle ∼ 0.08µK2 ja 70 GHz:lle ∼ 0.07µK2. Na¨iden erot ovat kuitenkin
pienia¨ verrattuna kosmiseen varianssiin ja residuaalikohinaan. Kulmatehospektrien rekonstruktio
pa¨a¨keiloilla toimii 30 GHz:lla ` ∼ 800 (BB:lle ` ∼ 600), 44 GHz:lle ` ∼ 900 ja 70 GHz:lle ` ∼ 1700
asti. La¨heisten ja eta¨isten sivukeilojen huomioon ottaminen ei merkitta¨va¨sti paranna tuloksia.
Vaikka ta¨ssa¨ tutkielmassa rajoituttiin tarkastelemaan Planckin matalan taajuuden instrument-
tien keiloja ja puhdasta taustasa¨teilyn signaalia, soveltuu matriisi-ikkunafunktion malli yhta¨ lail-
la Planckin korkean taajuuden instrumenteille, etualan sa¨teilyn vuotokomponenttien erotteluun,
ja toisten monimutkaisen polttotasokonfiguraation omaavien taustasa¨teilya¨ kartoittavien satelliit-
tien, kuten WMAPin, data-analyysiin. Planckin perinto¨ tarkkuuskosmologialle on riippuvainen sen
analyysiketjussa ka¨ytetyista¨ menetelmista¨. Ta¨ssa¨ tutkielmassa esiteltya¨ matriisi-ikkunafunktion
mallia on kaavailtu osaksi Planckin virallista data-analyysiketjua, ja sen toivotaan jo olevan mu-
kana tulevissa vuoden 2016 Planck-julkaisuissa.
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Kuva A.1: 30 GHz:n pa¨a¨keilasta lasketut matriisi-ikkunafunktion diagonaalielementit ensim-
ma¨isessa¨ paneelissa ja ei-diagonaalielementit kolmessa muussa paneelissa. Kuvissa X,Y =
TT,EE,BB,TE,TB,EB ja WX,Y` tarkoittavat vuotoa komponentista Y komponentille X. Koska dia-
gonaalielementit ovat keskena¨a¨n likimain yhta¨suuret, on ensimma¨isessa¨ paneelissa laskettu myo¨s
eroka¨yra¨t TT-komponenttiin na¨hden. Na¨ma¨ eroka¨yra¨t kulkevat la¨hella¨ nollalinjaa, ja niiden as-
teikko na¨kyy ensimma¨isen paneelin oikeassa reunassa. Ei-diagonaalielementit on jaoteltu kolmeen
kategoriaan: Ne vuotokomponentit, jotka ovat suurimmillaan multipoliskaalan keskivaiheilla ovat
esitetty oikealla yla¨rivissa¨, ne komponentit, jotka ovat multipoliskaalassa suurimmillaan matalil-
la multipoleilla ovat esitetty vasemmalla alarivissa¨. Komponentit, jotka ovat pienimmilla¨a¨n koko
multipoliskaalalla ovat esitetty oikealla alarivissa¨. Koska useimmat ka¨yra¨t kulkevat pa¨a¨llekka¨in,
on ka¨yrien selkeytta¨miseksi kuvatekstien komponentit esitetty silma¨ma¨a¨ra¨isesti suuruusja¨rjestyk-
sessa¨ suurimmasta pienimpa¨a¨n.
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Kuva A.2: 44 GHz:n pa¨a¨keilasta lasketut matriisi-ikkunafunktion diagonaalielementit ensimma¨i-
sessa¨ paneelissa ja ei-diagonaalielementit kolmessa muussa paneelissa.
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Kuva A.3: 70 GHz:n pa¨a¨keilasta lasketut matriisi-ikkunafunktion diagonaalielementit ensimma¨i-
sessa¨ paneelissa ja ei-diagonaalielementit kolmessa muussa paneelissa.
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Kuva A.4: 30 GHz:n matriisi-ikkunafunktioiden diagonaalielementit esitettyna¨ ensimma¨iselle 50:lle
multipolille. Ylimpa¨na¨ matriisi-ikkunafunktion diagonaalielementit esitettyna¨ pa¨a¨keilalle, keskella¨
diagonaalielementit esitettyna¨ pa¨a¨keilan ja la¨heisen sivukeilan yhdistelma¨lle ja alimpana diago-
naalielementit esitettyna¨ koko keilalle.
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Kuva A.5: 44 GHz:n matriisi-ikkunafunktioiden diagonaalielementit esitettyna¨ ensimma¨iselle 50:lle
multipolille.
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Kuva A.6: 70 GHz:n matriisi-ikkunafunktioiden diagonaalielementit esitettyna¨ ensimma¨iselle 50:lle
multipolille.
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Kuva A.7: 30 GHz:n pa¨a¨keilojen ja la¨heisten sivukeilojen yhdistelma¨sta¨ saatujen matriisi-
ikkunafunktion diagonaalielementtien suhde pelkista¨ pa¨a¨keiloista saatuihin diagonaalielementtei-
hin (ensimma¨inen paneeli) ja vaikutukset pa¨a¨keilojen ja la¨heisten sivukeilojen yhdistelma¨n ero-
tuksista pa¨a¨keiloihin (kolme muuta paneelia).
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Kuva A.8: Pa¨a¨keilojen ja la¨heisten sivukeilojen yhdistelma¨n vaikutukset diagonaalielementteihin
ja ei-diagonaalielementteihin 44 GHz:lla.
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Kuva A.9: Pa¨a¨keilojen ja la¨heisten sivukeilojen yhdistelma¨n vaikutukset diagonaalielementteihin
ja ei-diagonaalielementteihin 70 GHz:lla.
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Kuva A.10: 30 GHz:n pa¨a¨keilan ja eta¨isten sivukeilan yhdistelma¨sta¨ saatujen matriisi-
ikkunafunktion diagonaalielementtien suhde pelkista¨ pa¨a¨keiloista saatuihin diagonaalielementtei-
hin (ensimma¨inen paneeli) ja vaikutukset koko keilan erotuksista pa¨a¨keiloihin (kolme muuta pa-
neelia).
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Kuva A.11: Pa¨a¨keilojen ja eta¨isten sivukeilojen yhdistelma¨n vaikutukset diagonaalielementteihin
ja ei-diagonaalielementteihin 44 GHz:lla.
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Kuva A.12: Pa¨a¨keilojen ja eta¨isten sivukeilojen yhdistelma¨n vaikutukset diagonaalielementteihin
ja ei-diagonaalielementteihin 70 GHz:lla.
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(a) 30 GHz:n rekonstruoitu C` (vihrea¨lla¨), simuloidun taivaan C` (sinisella¨) ja havaittu C` (punaisella).
(b) 30 GHz:n rekonstruoitujen kulmatehospektrien ja simuloidun taivaan kulmatehospektrien vertailuka¨yra¨t
multipolille ` = 50 asti.
Kuva A.13: Kuuden paneelin kuvakollaasissa (a) vihreilla¨ ka¨yrilla¨ esitetty 30 GHz:n ka¨a¨nteisen
matriisi-ikkunafunktion W−1` avulla tehtyjen simuloidun taivaan kulmatehospektrien autokorre-
laatioiden (TT,EE,BB; ylempi rivi) ja ristikorrelaatioiden (TE,TB,EB; alempi rivi) rekonstruktiot.
Punaiset ka¨yra¨t kuvaavat havaittuja kulmatehospektreja¨, joissa keilojen ja satelliitin skannaus-
strategian va¨linen vaikutus on mukana ja siniset ka¨yra¨t esitta¨va¨t simulaatioon syo¨tettyja¨ taivaan
kulmatehospektreja¨. Rekonstruktio on onnistunut, kun vihrea¨ ka¨yra¨ kulkee mahdollisimman hy-
vin sinisen ka¨yra¨n pa¨a¨lla¨. Kuvakollaasin (b) ensimma¨isessa¨ paneelissa vihrea¨lla¨ ka¨yra¨lla¨ esitetty
TT:n havaitun kulmatehospektrin ja simuloidun taivaan kulmatehospektrin va¨linen suhde (kuva-
kollaasin (a) ensimma¨isen paneelin vihrea¨n ja sinisen ka¨yra¨n suhde) ja viidessa¨ muussa paneelissa
on esitetty havaittujen kulmatehospektrien ja simuloidun taivaan kulmatehospektrien erotukset
(kuvakollaasin (a) viiden muun paneelin vihreiden ja sinisten ka¨yrien erotukset).
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(a) 44 GHz:n taivaan kulmatehospektrien rekonstruktiot.
(b) 44 GHz:n rekonstruoitujen kulmatehospektrien ja simuloidun taivaan kulmatehospektrien vertailuka¨yra¨t
multipolille ` = 50 asti.
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(a) 70 GHz:n taivaan kulmatehospektrien rekonstruktiot.
(b) 70 GHz:n rekonstruoitujen kulmatehospektrien ja simuloidun taivaan kulmatehospektrien vertailuka¨yra¨t
multipolille ` = 50 asti.
